A geometrical unification of gravitation and 
electromagnet ism in five-dimensional space-time 
L'Univers sans Foi ni Loi 

Michel et Benoit Vaugon, Stephane Collion, Marie Dellinger 

Institut de Mathematiques, Universite Paris VI, Equipe Geometrie et Dynamique 
175 rue Chevaleret, 75013 Paris, 
email : vaugon@math.jussieu.fr, stephane.collion@wanadoo.fr 

Mai 2010 

Resume 

Nous considerons dans ce papier le probleme de la geometrisation de 
la physique classique, a savoir la gravitation et l'electromagnetisme. II 
s'agit done de montrer que tous les concepts physiques classiques, masse, 
energie, charge, trajectoire, lois de Maxwell-Lorentz, etc.. ne sont que des 
manifestations de la geometrie, par exemple de la courbure, de l'espa- 
cetemps considere comme une variete Lorentzienne ; ainsi, aucun "objet 
physique" n'est place dans l'espacetemps, aucune loi n'est posee, tout n'est 
que geometrie ! Nous montrons pourquoi ce but est sans doute inaccessible 
dans un espacetemps de dimension 4, et mettons en avant, en etudiant ce 
cas, les concepts menant a une solution dans un espacetemps de dimension 
5. La solution que nous proposons ne repose pas sur des mathematiques 
vraiment nouvelles, mais sur un regard different porte sur l'axiomatique 
des theories classiques, et en particulier la suppression d'une hypothese, 
a notre avis injustifiee, sur la courbure de Ricci. Ce travail s'inscrit done 
dans la lignee des tentatives d'Einstein, Weyl, Nordstrom, Kaluza, Klein, 
Rainich, Wheeler. Version du 27 12 2010. 

We consider in this paper, the geometrization of classical physics, 
i.e gravitation and electromagnetism. The goal is therefore to show that 
all the usual physical concepts, such as mass, energy, charge, trajectory, 
Maxwell-Lorentz law, are only various aspects of the geometry,for exemple 
curvature, of spacetime considered as a Lorentzian manifold ; that is no 
object is "put" in spacetime, no laws are given, everything is only geome- 
try ! We show why this goal is probably inaccessible in dimension 4, and 
put forward, while studying this case, the concepts leading to a solution in 
a five-dimensional spacetime. The solution we propose does not use truly 
new mathematics, but more a different view of the classical axiomatism 
of the classical theories, and in particular the suppression of an hypothe- 
sis usually made about the Ricci curvature, unjustified from our point of 
view. This work is therefore in the continuation of the various attempts 
made since Einstein, Weyl, Nordstrom, Kaluza, Klein, Rainich, Wheeler. Q 
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1 Introduction 

Au commencement etait l'espacetemps et la liberte. 
Puis sont venus les physiciens, leurs lois et leurs machines. 

L'axiomatique de la relativite generale est d'un grand esthetisme et 
d'une grande simplicity, tant qu'on ne cherche pas a y inclure completement 
l'electromagnetisme. En effet, lorsque Ton passe de la mecanique classique a la 
relativite restreinte, puis a la relativite generale, en acceptant des structures 
mathematiqucs certes plus sophistiquecs, on diminue le nombre de "principes" 
et autres lois. Ainsi, par exemple disparaissent des concepts peu clairs tel que le 
temps absolu, les observateurs galileens, le concept de ligne droite. La relativite 
generale peut etre vu comme l'aboutissement de cette demarche, visant a offrir 
a l'univers le cadre le plus general ( !) et le plus debarrasse de concepts et prin- 
cipes ad hoc et superflus. Ne subsiste, car il faut quand meme bien modeliser 
quelque chose, qu'une metrique Lorentzienne. Mais mathematiqucment, on 
recupere toute la theorie et les theoremes de geometric diffcrcntiellc et Rie- 
mannienne, et en particulier, nous le verrons, la seconde identite de Bianchi, qui 
apparaitra, une fois encore, comme un resultat clef, bien qu'elementairc sur un 
plan mathcmatique. 

Un des principes physiques de base qu'il s'agit fondamentalement d'aban- 
donner lorsque l'on passe a la relativite generale est l'idee d'introduire de la 
matiere dans un espace(-temps) considere comme cadre des experiences phy- 
siques. Matiere et geometrie sont coexistant, e'est ce qu'exprime l'equation 
d'Einstcin. Pourtant, historiquement, bien qu'etant l'idee fondamental d'Ein- 
stein, des siecles d'experiences physiques consistant a introduire des objets 
"tests" dans un cadre experimental (billes sur un plan incline, particules chargees 
dans un champ magnetique, etc..) n'ont pas permis de pousser, meme pour Ein- 
stein et scs premiers "adeptes", cette idee jusqu'a son aboutissement. En effet, 
encore aujourd'hui, dans la plupart des cours de relativite generale, on "intro- 
duit" de la matiere dans la variete Lorentzienne espacetemps, modelisee par le 
tenseur d'energie-impulsion, le lien entre matiere et courbure etant donne par 
l'equation d'Einstein. 

Le fait remarquable, (qui a d'ailleurs inspire historiquement l'equation d'Ein- 
stein), est que la deuxieme identite de Bianchi appliquee au premier membre 
de cette equation, representant la courbure (d'Einstein), coincide avec la loi, 
physiquement naturelle de la conservation de la masse appliquee au deuxieme 
membre de l'equation representant la matiere (un fluide). 

C'est cette coincidence qui suggere un autre regard sur l'axiomatique. On 
peut en effet considerer que les grandeurs qui caracterisent la matiere ne sont que 
des caracteristiques de la geometrie de la variete Lorentzienne. Autrement dit, 
les "objets physiques", dont les humains cherchent a decrire le comportement, 
ne sont on fait que des manifestations de la geometrie, et tout particulierement 
de la courbure, de l'espacetemps. Plus precisement, les grandeurs comme, par 
exemple, la densite d'energie, la densite de masse, la pression, les "vecteurs 
unitaircs d'un fluide", sont definies comme des caracteristiques de la courbure 
et c'est alors l'idcntitc de Bianchi seule qui donne l'equation d'Einstein. 

L'axiomatique de la relativite generale se resume alors, dans un premier 
temps, de la maniere suivante : 

A. L'espacetemps est une variete lorentzienne de dimension 4. (Les obser- 
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vateurs, le temps propre, l'espace vu par un observateur, sont dermis classique- 
ment) 

B. On dcfinit, canoniquement, a partir du tenseur de courbure de la variete 
lorentziennc, des grandeurs qui vont representor physiqucmcnt : la densite 
d'energie, la densite de masse d'un fluide, la pression d'un fluide, les vecteurs 
unitaires des courbes de fluide, etc... 

Aucun "objet physique" n'est rajoute, tout n'est que geometrie. 

Aucune loi n'est rajoutee : La deuxieme identite de Bianchi donne alors : 
la loi de conservation de la masse (lorsqu'elle a lieu d'etre) , le fait que pour un 
fluide v-parfait, les courbes de fluide sont des geodesiques, l'equation verifiee 
par un fluide parfait, etc... Done cette identite redonne : la mecanique clas- 
sique (gravitation) en approximation, les "big-bang" et "big-crunch" pour un 
domaine suppose homogene et isotrope, l'etude de la symetrie spherique en es- 
pace, (Schwarschild) , done les mouvement des planetes, deviation de la lumiere, 
trous noirs. On retrouve precisement toute la relativite generale appliquee aux 
fluides parfaits. 

Malheureusement, cette vision coince sur l'electromagnetisme. En effet, on 
peut, en suivant cette demarche, definir canoniquement le tenseur d'energie 
impulsion representant l'electromagnetisme, mais on ne parvient pas a retrouver 
canoniquement la 2-forme classique de l'electromagnetisme et les equations de 
Maxwell-Lorentz. C'est ce probleme que les precurseurs, Einstein, Weyl, Kaluza, 
Klein, Rainich ont tente de resoudre. Nous y reviendrons bien sur plus loin. 

En resume, l'etude des fluides de matiere "neutre" en relativite generale se 
ramene entitlement a l'etude des varietes lorentziennes. Autrement dit, "les lois 
de la physique" concernant les fluides de matiere ne sont que des traductions 
de theoremes de geometrie Riemannienne. Ce n'est cependant pas le cas pour 
l'electromagnetisme qui oblige encore, pour avoir une description precise en re- 
lativite generale, a "introduire" dans la variete espacetemps une 2-forme exacte 
vcrihant des "lois", a savoir les equations de Maxwell. 

Pour conclure cette introduction, il est interessant de remarquer que, dans 
l'axiomatique de la relativite generale, il n'y a aucun "principe" general, 
contrairemcnt a la physique classique ou a la relativite restreinte. Dans ces 
deux dernieres, on suppose l'homogeneite et l'isotropie des espacetemps, ainsi 
que l'invariance des lois suivant les observateurs Galileens, ce qui se traduit 
mathematiquement par l'invariance des lois de la physique sous Taction du 
groupe de Galilee ou de Lorentz. Plus rien de ceci ne subsiste en relativite 
generale. L'homogeneite, l'isotropie ou plus generalement l'invariance sous 
Poperation de certains groupes d'isomctrics que Ton suppose parfois ne sont 
que des approximations qui permettent de faire des calculs approches et ne 
constituent pas des principes generaux. lis est amusant de constater que ce 
sont essentiellement les "principes" que Ton a supposes en physique classique 
ou relativite restreinte qui ont amene a l'axiomatique de la relativite generale, 
mais que pour celle-ci, il n'en subsiste plus, (il n'y a plus de lois non plus si l'on 
ne s'interesse pas a l'electromagnetisme). 

Nous avons place en derniere section un resume de nos principales notations. 
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2 L'espacetemps a 4 dimensions. Ses limita- 
tions. 

Cette section reprend le chapitre 15 du manuscrit de cours de Michel V. 

2.1 Definition des grandeurs physiques a partir du tenseur 
de courbure 

Les grandeurs physiques telles que la densite d'energie, la densite de masse, 
la pression, les "courbes" d'un fluide, les champs electomagnetiques,.... etc... ont 
ete choisies pour decrire le comportement de la "matiere" suivant revolution des 
theories physiques. Elles correspondent aux "grandeurs" observees a l'echelle 
humaine et sont pertinentes en physique classique et en relativite restreinte, 
mais elles ne sont pas necessairement tres adaptees a la theorie de la relativite 
gcnerale. Les definitions qui vont suivre peuvent done paraitre artificelles (bicn 
qu'elles soient canoniques) puisqu'elles sont guidees essentiellement par le fait 
qu'on veuille retrouver les notions de la physique classique. 

Suivant les domaines de l'espace temps, les "objets physiques" qui s'y 
trouvent peuvent etre differents. On congoit en effet que, dans certains domaines, 
il n'existe pas de fluide de matieres seulement des champs electromagnetiques 
ou bien le contraire, ou bien rien du tout . . . Les definitions des grandeurs phy- 
siques sur un domaine de l'espace-temps vont alors dependre de la structure 
lorentzienne de cc domaine, notamment de sa courbure d'Einstein : 

G = Rice — ^-Rq 
2 J 

On commence done par classer les domaines suivants leurs " types" de courbure 
d'Einstein. On va se limiter aux domaines pour lesquels les objets physiques 
que Ton va definir a partir de la courbure ont deja ete observes, on va meme 
se limiter, pour simplificr, aux domaines pour lesquels il ne va "exister" que 
des fluides parfaits () et des champs elctromagnetiques. Bien entendu, si l'on 
prend au hasard un domaine d'une variete lorentzienne, on peut tomber sur 
une partie de l'espace-temps n'ayant jamais ete observee et il est alors difficile 
de savoir quels objets physiques seraient interessants a definir. On ne se posera 
pas ici ce genre de questions. Les domaines selectionnes sont ceux qui verificnt 
la "condition d'energie dominante" car, jusqu'a present, seuls de tels domaines 
ont ete observes. 

Condition d'energie dominante : Une variete lorentzienne (f2, g) de 
tenseur de courbure d'Einstein G vcrifie la condition d'energie dominante si, 
quel que soit le vecteur v de genre temps, G(v, v) > et si le vecteur densite 
d'energie-impulsion defini par e G(v) est de genre temps ou isotrope, ou e G 
designe l'endomorphisme associe a G par g. 

Physiquement, cette condition veut dire que, quel que soit l'observateur 
v, la densite d'energie vue par v est toujours positive et le vecteur densite 
d'energie impulsion vu par cet observateur n'a pas une "vitesse" (vue par cette 
observateur) plus grande que celle de la lumiere. On traduit grossierement ce 
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dernier point en disant qu'aucune information ("transported par de l'energie") 
ne peut aller plus vite que la vitesse de la lumicrc dans fl. Enfin, notons qu'il est 
coutumier dans la litterature sur la relativite generale de presenter la condition 
d'energie dominante comme un axiome, mais nous ne voyons aucun interet a 
cela et preferons supposer qu'il peut exister des domaines de l'espace-temps ou 
cette condition n'est pas verifiee. 



2.2 Une classification des domaines des varietes lorent- 
ziennes par leur tenseur d'Einstein 

Une classification complete est donnee dans Hawkings-Ellis 3 mais la 
presentation sera ici differente car notre objectif est de se servir de la classifi- 
cation pour definir les grandeurs physiques habituelles. 

Commencons par remarquer que si u x est un vecteur unitaire de genre temps 
donne sur une variete lorentzienne (M,g), alors tout tenseur T 2-fois covariant 
symetrique au point x se decompose de maniere unique sous la forme 

Tij = AuiUj + B(gij + UiUj) + IUj + {qiUj + q 3 Ui) (I) 

oil 

- A et B sont deux reels 

- u x S Ker e H x , oil e II est l'endomorphisme associe a II par g. On a done 
II, ju 1 = 

- tr e U x = e'est-a-dire ILij9 ij = 

- q x est g-orthogonal a u x e'est-a-dire qiu 1 = 0. 

On en deduit en particulier que 

A = T l3 u l u j B = -T ij ( 5 ii +uV) et q i = ~T jk u\g ]k + u k u l ) 
3 

Cette decomposition de T est, bien sur, liee au choix de u x , mais des que 
u x peut etre defini canoniquement, A x , B x ,Tl x et q x sont determines sans am- 
biguites et ce sont des objets qui, dans le cas oil T est la courbure d'Einstein, 
dcfmiront les "grandeurs physiques " cherchees. Les domaines dans lesquels le 
choix de u x est canonique seront, par definition, les domaines pour lesquels il 
existe un fluide (et alors u x sera interprete comme le vecteur unitaire tangent a la 
courbe du fluide) : ils correspondront aux types I ou 2 explicites ci-dessous. Dans 
tous les cas, la terminologie couramment utilisee pour les grandeurs definies par 
(P) lorsque T = G est la suivante : 

- A x est la densite d'energie au point x vue par l'observateur u x . 

- B x est la pression au point x vue par l'observateur u x . 

- Ila, est le tenseur de pression anisotrope au point x vu par l'observateur 
u x . 

- q x est le flux d'energie vu par l'observateur u x . 

Comme on l'a deja dit, on se limite ici aux domaines qui ne vont contenir 
que (eventuellement) des fluides et de l'electromagnetisme. On limite alors le 
tenseur de courbure d'Einstein a etre de l'un des types suivants : 
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Type : Le vide de matiere et d'electromagnetisme 

Les domaines oil, en tout point x du domaine, G x = (ce qui equivaut 
a la nullite de la courbure de Ricci), representent les parties de l'espace- 
temps oil il n'y a ni fluide ni champ electromagnetique ni rien d'autre. At- 
tention, ces domaines peuvent etre geometriquement complexes et sont parti- 
culierement interessants : on retrouve par exemple dans ces domaines les do- 
maines a symetries spheriques, le modele de Schwarzshild et les trous noirs non 
charges. 



Type 1 : Fluide non charge 

Un domaine est dit de type 1 si en tout point x du domaine, e G x admct 

- Une valeur propre —fi < d'espace propre £_ M de dimension 1 et de genre 
temps. 

- Une valeur propre A verifiant — il < A < /i d'espace propre £\ de dimension 
3 tel que £\ _L 9 

Cela equivaut au fait qu'il existe une base g-orthonormee dans laquelle : 



(<*i) 



( 


-/' 








°\ 







A 
















A 





K 











V 



avec n > et — fi < X < fx. 



De tels domaines representent physiquement les domaines oil il n'existe qu'un 
fluide. On definit alors dans ce cas sans ambiguite : 

Le vecteur unitaire u x tangent a la courbe du fluide comme etant 
Punique vecteur unitaire et dans l'orientation de 

- La densite d'energie du fluide au point x comme etant le reel positif 

- La pression du fluide au point x comme etant le reel A. 

Dans ce cas, d'apres ([TJ, G x se decompose de maniere unique sous la forme : 

Gij = fiu.Uj + X(gij + UiUj) 

Remarque : Si A = 0, il n'y a pas de pression et on obtient un domaine 
ou il n'y a qu'un fluide vraiment parfait et, dans ce cas, la densite d'energie 
est aussi la densite de masse par definition. 



Type 2 : Association fluide parfait et champ electromagnetique 

Un domaine est dit de type 2 si en tout point x du domaine, e G x admet 

- Une valeur propre — fi < d'espace propre £ _ M de dimension 1 et de genre 
temps. 

- Une valeur propre Ai d'espace propre £ \ 1 de dimension 1 tel que £ x 1 

- Une valeur propre A2 d'espace propre £\ 2 de dimension 2 tel que £\ 2 _L fl 
(£x 1 © £L M ) et tel que —fx < Ai < A 2 < ^. 
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Cela equivaut au fait qu'il existe une base g-orthonormee dans laquelle 
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avec n > et — /i < Ai < A 2 < /i. 



De tels domaines representent physiquement l'association d'un fluide parfait et 

d'un champ electromagnetique. 

On definit alors dans ce cas sans ambiguite : 

Le vecteur unitaire u x tangent a la courbe du fluide comme etant 
1'unique vecteur unitaire et dans l'orientation dc 

- La densite d'energie du fluide au point x comme etant le reel po- 
sitif n (somme de la densite d'energie du fluide et de la densite d'energie 
electromagnetique definies ci-dessous). 

La densite d'energie du fluide au point x comme etant le reel positif 
M - ^(A 2 - Ai). 

La densite d'energie electromagnetique au point x comme etant 
le reel positif ^(A 2 — Ai). 

- La pression du fluide au point x comme etant le reel \{Xi + A 2 ). 

- La pression electromagnetique au point x comme etant le reel g (A 2 — 
Ax). 



Le tenseur electromegnetique au point x 
par ([T]) lorsquc T = G. 



a trace nulle donne 



La justification du choix de ces grandeurs sera justifie dans la section 2.3.1. 
Dans ce cas, d'aprcs ((TJ, G x se decompose de maniere unique sous la forme : 



Gij — IMUiUj + 



Ai + A 2 A 2 — Ai 
2 + 6 



{gij + UiUj) + Uij 



Remarques : dans la decomposition precedente, on a bien = 0. D'autre 

part, notons qu'il existe pour ce type 2 un vecteur v* x de genre espace, determine 
canoniquement a l'orientation pres par £\ 1 

Pour les types de domaines qui vont suivre, il n'y aura plus de fluide, seule- 
ment, par definition, un champ electromagnetique. 



Type 3 
matiere 



Un exemple de champ electromagnetique dans le vide de 



Un domaine est dit de type 3 si en tout point x du domaine, e G x admet 

- Une valeur propre —/j, < d'espace propre £L^ de dimension 2. 

- Une valeur propre A = fi d'espace propre £\ de dimension 2 de genre 
espace tel que £\ J_ g 

Cela equivaut au fait qu'il existe une base g-orthonormee dans laquelle : 



(<?i) = 
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\o 








/'/ 



avec ji > 0. 



De tels domaines representent physiquement un exemple de champ 
electromagnetique dans le vide de "matiere" e'est-a-dire en l'absence de 
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fluide. Le modele de Reissner-Nordstrdm [H-E] en donne un exemple en 
symetrie spherique en espace (1'electromagnetisme statique). II n'y a pas ici 
de decomposition canonique de G x . Une telle decomposition est en effet liee au 
choix d'un vecteur u x de genre temps et dans ce type, il n'y a pas de tel vecteur 
que Ton puisse definir de maniere canonique. Les donnees canoniques de ce type 
sont le reel \i et les deux espaces propres £_ M et £ fl . 

Type 4 : Onde electromagnetique 

Un domaine est dit de type 4 si en tout point x du domaine, e G x admct 
- Une seule valeur propre d'espace propre £q de dimension 3 et £q ne 
contient pas de vecteurs de genre temps et les vecteurs isotrope de £q 
torment un sous espace vectoriel de dimension 1 (£q est en fait tangent au 
cone de lumiere). 

Cela equivaut au fait qu'il existe une base g-orthonormee dans laquelle : 



Remarque : Le choix du premier element (vecteur de genre temps) de la base 
g-orthonormee n'est pas canonique, il peut etre choisi de sorte que 



De tels domaines representent physiquement des domaines de l'espacetemps 
ou il n'y a que des ondes electromagnetiques et pas de fluide. On defmit alors 
dans ce cas, sans ambigu'ite, une droite isotrope orientee (qui representera le 
sens de propagation de l'onde electromagnetique) donnee par le sous-espace 
vectoriel de dimension 1 forme des vecteurs isotropes de £q. Si l'on choisit un 
vecteur isotrope i £ £q, non nul et dans l'orientation, alors G, vu comme 2-fois 
contravariant, s'ecrit sous la forme : G = vi®i avec v > 0. Cette decomposition 
n'est pas du type ([1]) et evidemment v depend du choix de i (qui lui-meme 
n'est defini qu'au produit d'un reel positif pres). 

Remarque : Le cas G x = —ydd avec \x > est un cas limite du type 1. II est 
compatible avec la condition d'energie dominante et correspond au cas extreme 
des fluides incompressibles, voir Choquet-Bruat 

2.3 En dimenion 4, la geometrie ne suffit pas pour decrire 
1'electromagnetisme. 

2.3.1 Justification du choix des types 2, 3 et 4 

On a choisi de se limiter uniquement aux cas qui contiennent de 
1'electromagnetisme (et eventuellement un fluide pour le type 2). Pour ceci, 




(-1 1 0\ 

-110 



\ 0/ 




ou v > 0. 
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on est parti de la presentation habituelle de l'electromagnetisme en relativite 
generate qui introduit dans la variete lorentzienne une 2-forme exacte F ct on 
a suppose classiquement que le tenseur d'energie-impulsion correspondant (qui 
sc rajoute au tenseur d'energie-impulsion d'un fluide pour le type 2) est de la 
forme : 

Tj — FikF k j + -FkiF kl gij. 

On a admis de plus, lorsqu'il y a un fluide, que les vecteurs tangents aux lignes de 
fluide sont des vecteurs propres de e G (les autres cas sont plus longs a decrire). 
Alors, compte tenu de la forme speciale du tenseur Tj, et en supposant la condi- 
tion d'energie dominante, des calculs assez rapides montrent que seuls les types 
2, 3 et 4 sont possibles. Bien entendu, avec le nouveau regard sur l'axiomatique 
que Ton presente dans cette section, ce sont les types 2, 3, 4 qui permettent 
de dcfinir les "grandeurs" de l'electromagnetisme (que Ton a choisi evidemment 
pour retrouver les notions classiques). 

2.3.2 L'electromagnetisme n'est pas purement geometrique en di- 
mension 4 

Cependant les domaines de type 2, 3 ou 4 permettent de dcfinir seulement 
les tenseurs suivants : 

= ^(A 2 - \\)UiUj + i(A 2 - \i){gij + UiUj) + Ily pour le type 2 

— dj pour les types 3 ct 4. 

Ces tenseurs correspondent, dans chacun des cas, au tenseur d'energie- 
impulsion classique de l'electromagnetisme seul, mais ils ne permettent pas 
de retrouver canoniquement la 2-forme F de l'electromagnetisme (et 
a fortiori les equations de Maxwell). On peut remarquer en effet que, pour 
un tenseur symetrique Tj donne, il existe en general une infinite de tenseurs 
antisymetriques F t j tels que Tj — F^F^ + jFkiF kl gij.. On ne peut done 
pas, a priori, retrouver l'electromagnetisme classique (e'est-a-dire la 
2-forme F et les equations de Maxwell) avec uniquement les donnees 
geometriques de la variete lorentzienne. On peut neanmoins se demander 
si la donnee du tenseut d'energie-impulsion Tj de l'electromagnetisme ne suffit 
pas pour decrire la realitc physique, en particulier le comportement d'un fluide 
(car nnalement seuls les fluides sont observables physiquement). La reponse 
est negative. On peut s'en douter car le contraire aurait signifie que Ton peut 
decrire les phenomcnes d'origine electromagnctique sans utiliser la 2-forme F, 
autrement dit sans utiliser le champ ckctriquc et magnetique. On montrera 
precisement dans la section 2.7 que la connaissance seule du tenseur Tj ne peut 
pas donner une theorie physique suffisamment " detcrministc" , contrairement a 
la theorie classique de l'electromagnetisme en relativite generate qui consiste 
a introduire dans l'espace-temps la 2-forme F avec son tenseur d'energie- 
impulsion et les equations de Maxwell. 

En dimension 4, on ne peut done pas decrire l'electromagnetisme en 
utilisant uniquement les donnees geometriques de la variete lorent- 
zienne. 
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2.4 Ou l'on verifie que les lois fondamentales sur les fluides 
se deduisent bien de l'identite de Bianchi 

On considere un domaine de l'espace-temps de type 1, autrement dit qui ne 
contient, par definition, qu'un fluide non charge. On a 

Gij = jiUiUj + \(gij + UiUj) avec p > et — p < A < p. 

2.4.1 Cas d'un fluide vraiment parfait : A = 

Dans ce cas, par definition, p est la densite de masse. L'identite de Bianchi 
nous donnc 

= V l G i:j = V* (fiUiUj) = V* (fiui) uj + purf 1 (uj) 

Mais comme v?Uj = — 1, on a = V'(ti J ')tij + it J 'V'(tij) = 2u J V*(u 7 ) done 
u j V*(uj) = 0. On a done 

= u j W i (G ij ) = -V i {pu i ). 

Autrement dit, la divergence du champ de vecteurs pu est nulle ce qui traduit 
bien , avec lc thcoremc de Stokes, la loi de conservation de la masse. 
On en deduit aussi que = Ui\7 l Uj, e'est-a-dire D^u = 0, ce qui est la definition 
meme du fait que les courbes des fluides, parametrees de sorte que u soit en 
tout point le vecteur tangent, sont des geodesiques. 

2.4.2 Cas plus general d'un fluide parfait "isentropique" 

La definition d'un fluide, donnee par les domaines de type 1, ne pcrmet pas 
dans le cadre general d'introduire la notion de densite de masse a partir de 
celle de densite d'energie et de pression. Cela peut s'interpreter physiquement 
en disant qu'intervient dans ces fluides une notion "d'energie interne" dont le 
lien avec la pression , par exemple, depend de la "nature du fluide". En fait, de 
l'energie peut se transformer en "masse" (et reciproquement) dans revolution 
du fluide, et une loi de conservation de la masse peut ne pas etre valide dans 
le cas general. La seule "loi de conservation" qui est toujours vraie est en fait 
l'identite de Bianchi : V l Gij = 0. La notion de densite de masse peut en fait se 
definir pour certaines categories de fluides parfaits comme par exemple les fluides 
parfaits isentropiques (les fluides vraiment parfaits en sont un cas particulier) : 
un fluide parfait isentropique est un fluide parfait pour lequel on s'est donne 
une fonction derivable e : E — > R (appelee la fonction potentiel elastique) qui 
depend de la nature du fluide et qui verifie les deux relations suivantes, inspirees 
de la mecanique classique des fluides : 

- (») H = P(l + e(p)) 

- (ii) A = p\'{p) 

ou fi est la densite d'energie, A la pression et p est par definition la densite de 
masse du fluide. Comme l'application x i->- x{l + e(xj) est supposee inversible, 
(i) determine complctemcnt p a partir de p et de e. La donnee de e determine 
aussi grace a (i) et (ii) une equation qui lie A et p, appelee equation d'etat 
du fluide parfait (qui depend done de la nature du fluide par l'intermediaire de e). 



L'Univers sans Foi ni Loi. 



11 



On deduit de (i) et de (ii) que 



dp ... dp 

— = 1 + e(p) + pe (p) puis p— = A + p 

dp dp 



L'idcntitc de Bianchi donne 



= V*G y = V 4 (/iitiUj + \(gij + UiUj)) 

= V J (A + p)uiUj + (A + fijV^UiUj) + (V i X)g i j 



(2) 



d'oii par une multiplication contractee par u J , en utilisant que UjU J = — 1 et 
u^V'Uj = 0, on obtient : 

(VV)iti + + A)V*Ui = (3) 
Or V> = ^VV, donc P v > = (A + /u)VV' On en deduit 
(A + M)(V>)tti + (A + j u)pV i Ui = 
et finalement, puisque A + p > : 



V l (^) - 



ce qui est, la encore, la loi de conservation de la masse. 

Remarque : dans le cas d'un fluide parfait, les courbes du fluide ne sont pas 
necessairement des images de geodesiques. 

Enfin, en revenant aux equations © et ©, on deduit "l'equation d'un fluide 
parfait" : 

(p + X)UiV l Uj + (gij + u i Uj)V l \ = 

2.5 La notion de causalite en relativite generale : que doit 
savoir un observateur pour predire ce qui va se pas- 
ser ? 

On considere un observateur dans l'espacetemps de la relativite generale. 
Supposons que cet observateur ait pu enregistrer toutes les donnees physiques 
d'un ouvert de l'espacetemps. Si cet ouvert admet une hypersurface de Cauchy, 
on sait que, si les theoremes de Cauchy s'appliquent pour ces donnees phy- 
siques, alors l'observateur peut connaitre toutes les donnees physiques dans le 
domaine de dependance de cette hypersurface de Cauchy (qui contient l'ou- 
vert considere), donc connaitre eventuellement une partie de son avenir. Mais 
l'etude de ces theoremes montre qu'en fait, pour avoir exactement toutes les 
donnees physiques sur une telle hypersurface de Cauchy, l'observateur ne peut 
etre qu'en "limite temporelle" du domaine futur de dependance, et ne peut 
donc predire son avenir qu'en conjecturant les donnees physiques sur une hy- 
persurface plus grande. On y reviendra plus loin. On a suppose ici que l'ob- 
servateur avait enregistre toutes les donnees physiques sur un un ouvert de 
l'espacetemps contcnant une hypersurface de Cauchy. II aurait sufht qu'il les 
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connaisse sur cctte hypersurface, mais les donnees " restreintes" a cette hypcr- 
surface sont techniquement difficiles a definir (voir [H-E] ou [C-B]). Pour ce 
qui nous interesse ici, il est bien plus pratique de considerer que les "condi- 
tions initiales" sont en fait des donnees sur un ouvert de (M,g), c'est d'ailleurs 
comme ceci qu'elles sont obtcnues dans la realite. La "minimalite" des condi- 
tions initiales n'est pas ce qui nous interesse ici. Si Ton considere maintenant 
que les objets physiques ne sont que des donnees geometriques de la variete 
l(dcs caracteristiques de la courbure), alors le probleme semble se poser de la 
maniere suivante : dans quels cas la " connaissance" du tenseur g sur un ouvert 
51 de M, determine-t-elle completement g sur tout le domaine de dependance 
de fi? La question posee comme cela n'est en fait pas tres claire, car f2 est 
suppose etre un ouvert d'une variete \{M,g) ou g est deja connue sur M tout 
entier car cela est necessaire pour definir le domaine de dependance de Q. Une 
maniere plus precise de poser la question serait : soit (Q, g) une variete Lorent- 
zienne, quelles que soient les varietes Lorentziennes (M,g) inextensibles, (les 
espacetemps possibles), dans lesquelles (£l,g) se plonge isometriquement, les 
domaines de dependance de fl sont-ils obligatoirement isometriques entre eux ? 
En fait, pour poser clairement le probleme, il n'est pas necessaire de plonger 
systematiquement (f2, g) dans une variete inextensible. La section suivante va 
exposer precisement les definitions et les resultats obtenus en reponse a ce type 
de questions ; ceux-ci seront presentes sous forme de theoremes de rigidite. Ce 
sont des theoremes purement mathcmatiques sur les varietes Lorentziennes (il 
n'y en a pas d'equivalent pour les varietes Riemanniennes, car la notion fonda- 
mentale sous-jacente est celle de "domaine de dependance" propre aux varietes 
Lorentziennes). L 'interpretation physique sera donnee ensuite. 

2.6 Theoremes de rigidite pour les varietes Lorentziennes 

Les definitions suivantes sont valables sur des varietes Lorentziennes de di- 
mension n 4. 

Definition 1. Soit (£l,g) une variete Lorentzienne, ou un domaine d'une telle 
variete. Definir un type sur (Sl,g), c'est definir des proprietes P(g) qui ne 
dependent que de la geometrie de (Cl,g), c'est a dire invariantes par toute 
isometrie sur : P(ip*g) = P{g) pour toute isometrie ip sur f2. est im- 
portant de remarquer qu'une isometrie est aussi un homeomorphisme et un 
diffeomorphisme, done que P(g) depend aussi de la structure topologique et 
differentielle de ft. 

Dans le cas des varietes de dimension 4 qui nous interesse dans cette section, 
on considere les types decrits precedemment, et pour separer les domaines de 
l'espacetemps dans lesquels il n'y a pas d'electromagnetisme de ceux ou il y en 
a, on dira qu'un domaine fi est : 
-de type I si Vx e Q, G x est de type ou 1, 
-de type II si Va; G 0, G x est de type 2, 3 ou 4. 

On ecrira I ou II ou 1,2,... au lieu de P(g) dans ces cas. Pour faire court, on 
notcra X un type quclconque. 

Definition 2. Un domaine causal (fi, S, g) est la donnee d'une variete (fi, <?) 
oriente en temps et d'une hypersurface de genre espace S de Cauchy pour (il, g) ; 
S est supposee de classe C 2 . Un domaine causal de type P(g) est un domaine 
causal (Ct,S,g) oil (£l,g) est de type P(g). On notera (0,,g) est un DC(P(g)) . 
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Remarque : Dans ce paragraphs, une isometrie d'une variete lorentzienne 
(fii,<7i) dans une variete lorentzienne (02,52) est definie juste comme une ap- 
plication lisse ip : Sli — > Q 2 telle que <p*(g 2 ) — 9i (on pourra aussi considerer 
qu'elle conserve l'orientation en temps). 

Definition 3. Soit et (Q 2 ,S 2 ) deux DC(X). Une isometrie de 

(Hi, Si) dans (Q 2 ,S 2 ) est une isometrie surjective de Oi dans Q 2 telle que 

e(Si) = s 2 . 

Definition 4. Une X-extension d'un DC(X) (Cl,S) est un couple (0i,fii) oil 
Oi est une isometrie injective (non necessairement surjective) de f2 dans Hi 
telle que (6i(5),0i) sort un DC(X). 

Definition 5. Soit (&i, ill) une X-extension de (f2, S). Une X -sur extension de 
(Oi,f2i) est une X-extension (62,^2) de (S,fl) telle qu'il existe une isometrie 
injective tjj de Qi dans £1 2 qui verifie sur S : ip o 61 = 62- Alors, d'apres la 
proposition suivante, ip o <di = Q 2 sur ft. 

Proposition 1. Soient Q et f2i deux varietes lorentziennes, S est une hypersur- 
face de Cauchy de 0, ipi et ip 2 deux isometries injectives de fl dans Cti. Alors, 
si (Vi)|S = {<f2)\s> on aipi=- ip 2 . 

Demonstration : Soit x £ f2. II cxistc un unique xs £ S tel que l'unique 
courbe de geodesique, de genre temps ou isotrope, joignant x & x$ soit g± k S 
au point xs, (e'est la courbe de temps propre maximum entre x et S, pour les 
courbes de genre temps ou isotropes, voir [H-E]). Soit C cette geodesique (bien 
parametree), alors puisque <pi et <p 2 sont des plongements isometriques, 4>\oC et 
(j)\oC sont des geodesiques orthogonales a <j>i(S), resp. a (j) 2 (S), au point (f>i(xs), 
resp. 4> 2 (xs)- Comme xs £ S, <j>i(xs) — 4>2(xs) et puisqu'il existe une unique 
geodesique orthogonale a 4>i(S) — 4> 2 (S) au point <pi(xs), on a <pi o C — 4>\ o C 
sur [Ojio], done <p\ o C(t ) =^0 C(t ), e'est-a-dire <fii{x) = (f> 2 (x). 

Definition 6. Une isometrie (p d'une X-extension (©i,fii) de (Q,S) dans une 
X-extension (©2,^2) de (Q, S) est une isometrie bijective de Oi dans il 2 telle 
que : sur S, ip o Q 1 = Q 2 . (Alors <p o Q 1 = 2 sur Q). 

Definition 7. Soit (0i,fii) une X-extension de (0,5). (0i,Qi) est une 
X-extension maximale de (S,Q) si toute X -surextension de (0i,Qi) est 
isometrique a (@i,Qi). 

Theoreme 1. Soit (S, fl) un DC(X). II existe toujours une X-extension maxi- 
male de (S,Q). (II peut en exister plusieurs non isometriques entre elles.) 

Demonstration : Difficile, necessite d'utiliser l'axiome de Zorn. Voir Hawking- 
Ellis. 

Theoreme 2. (Rigidite pour les DC(X) lorsque X—0,1 ou I). Soit (S, fl) un 
domaine causal de type X = 0,1 ou I. Les X-extensions maximales de (S,il) sont 
isometriques entre elles. 

Demonstration. On applique les resultats d'unicite des theoremes de Cauchy 
en relativite generale avec les conditions initiales sur S traduites en partant du 
fait que le domaine est du type 0,1 ou I. (Voir Choquet-Bruhat et eventuellement 
des theoremes d'unicite a montrer). 
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Theoreme 3. (Conjecture ?). (Non-rigidite pour les DC(X) lorsque X=2,3,4 
ou II.) Soit (S, SI) un domaine causal de type X— 2,3,4 ou H tel Q ue (Id,Q) ne 
soit pas X-maximale (Id est V application identite sur SI.) II existe une infinite 
d'extensions X-maximales de (S,fl) non isometriques entre elles. 

Remarque : Si type X =>■ type Y, (par exemplc, vucs les definitions, type 
=> type 1, type 1 type I, type 2 type II, etc...), alors une X-extension 
(01, Sl{) de (SI, S) est aussi une Y-extension de (S, SI). On peut done, pour une 
X-extension (Oi, Sli) de (SI, S) donnee, considerer les X-surextensions et les Y- 
surextensions de (0i, Sli) qui ne sont pas a priori les memes (a isometries pres). 
On a cependant le resultat suivant (Hawking-Ellis, lemme 4.3.1), ici traduit dans 
notre langage (dont la demonstration n'est pas triviale). 

Theoreme 4. Soit (S, ST.) un DC(0), (Ricc=0). Si type => type X, alors toute 
X-extension est une O-extension. (Les types X consideres doivent respecter la 
condition "d'energie dominante"). 

Physiquement, cela signifie que si dans un ouvert SI (admettant une hyper- 
surface de Cauchy), il n'y a ni fiuidc ni electromagnetisme (un DC(0)), il ne 
pourra pas y en avoir dans toute X-extension. On peut dire grossierement que, 
puisquc Ton suppose la condition d'energie dominante, aucun objet physique 
ne peut aller plus vite que la lumiere et ne peut done "s'introduire" dans un 
domaine d'expansion de SI. On peut d'ailleurs supposer que ce genre de resultat 
s'etend a d'autres types que 0. Par exemple, si dans SI il n'y a qu'un fluide 
sans electromagnetisme, peut-il y avoir de l'electromagnetisme dans un domaine 
d'expansion de ? (autrement dit, si type 1 type X, alors toute X-extension 
est-elle une 1-extension ?) 

2.7 Qu'est-ce qu'une bonne theorie physique. 

Dans le sens pratique commun, une bonne theorie physique est celle qui per- 
met, a partir de la connaissance de certaines grandeurs physiques a un instant 
donne, de predire revolution dans le temps de ces memes grandeurs, avec une 
precision "suffisantes" . Dans le cadre de la relativite generale, si Ton ne considere 
que les grandeurs physiques definies avec la geometrie de la variete Lorentzienne, 
on peut traduire ceci en disant qu'une bonne theorie physique est celle qui per- 
met a un observateur qui connait, a un instant to de son temps propre, le tenseur 
g sur un DC(X) (S,Q), d'en deduire sans ambigu'ite (a isometrie pres) g sur 
un domaine d'expansion maximal de (5, fl) et done de predire revolution des 
grandeurs physiques definies a partir de g sur Pintcrvalle de son temps propre 
correspondant a la partie de sa courbe incluse (a partir de C(to) ) dans le do- 
maine d'expansion. II n'y aura aucune ambigu'ite qu'a condition, evidemment, 
que tous les domaines d'expansion de (S, SI) soient isometriques entre eux. C'est 
le cas lorsque Ton peut appliquer le theoreme 2, c'est a dire si (S, SI) est de type 
I, autrement dit si SI ne contient qu'un fluide ou rien (pas d'electromagnetismc). 
Par contre, si (S, SI) est de type II, le theoreme 3 nous dit que, meme si l'obser- 
vateur connait g sur SI, il ne pourra strictement rien predire (du moins il aura 
le choix entre une infinite de possibilites) sur revolution des grandeurs phy- 
siques definies a partir de g, (ici, ccllcs definies pour l'electromagnetisme pour 
les types 2,3,4). L'electromagnetisme presente uniquement a partir des gran- 
deurs geomctriques de la variete lest done obligatoirement insufisant pour une 
"bonne theorie physique". 
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Remarque : Si Ton introduit l'electromagnctisme en relativite generale 
en "rajoutant" dans la variete hme 2-forme exacte et en imposant le tcn- 
seur d'energie-impulsion correspondant aux equations de Maxwell (presentation 
classique), on obticnt une "bonne theorie physique", car on peut appli- 
quer le theoreme de Cauchy correspondant aux donnees initiales de cet 
electromagnetisme classique. 

On termine cette section en precisant, encore une fois, qu'en relativite 
generale , un observateur ne peut thcoriquement connaitre toutes les donnees 
physiques sur un domaine causal (S, Q) que si son temps propre est en " li- 
mite" d'un domaine d'expansion de (S, £1). Toute prediction sur revolution des 
grandeurs physiques ne peut done etre qu'approximative. L' approximation est 
en generale faite de la maniere suivante : les donnees physiques etant connues 
sur (S, f2) a l'instant pour l'observateur, celui-ci conjecture "par extension" 
les donnees physiques sur un domaine causal (S",fi') qui contient strictement 
(S, fi), (S C S' ct ft C ft'). II peut alors predire, via cette extension, revolution 
sur un intervallc de temps tel que sa courbe reste dans le domaine d'expansion 
de (S',Cl'), dans le cas ou il est unique a isomorphisme pres. Comme exemple, 
on peut considerer un observateur qui constate a un instant to qu'un domaine 
causal (S, O) est de type I et est a symetrie spherique en espace, par exemple 
une planete et du vide autour. II conjecture alors qu'un domaine strictement 
plus grand (S',f2') est encore a symetrie spherique. II peut alors appliquer les 
resultats connus pour la geometric de Schwarzchild et calculer les geodesiques 
de (S', O') et predire par exemple le mouvement de satellites autour de cette 
planete, mais en faisant dans ce cas une deuxieme approximation qui consiste 
a dire que les satellites sont negligeables relativement a la symetrie spherique. 
Comme les satellites peuvent etre consideres comme les courbes d'un fluide v- 
parfait (s'il n'y a pas d'interaction entre eux ou avec la planete), leurs courbes 
sont les geodesiques calculees precedemmcnt. Cette deuxieme approximation est 
un precede habituel (utilise aussi en physique classique) et est utilisee dans le 
seul but de simplifier (considerablement) les calculs. En revanche, la premiere 
approximation est une obligation theorique. 

3 Les trois concepts fondamentaux : types, 
theoremes de Cauchy, rigidite. 

3.1 Definitions 

Revenons sur ce qui apparait comme l'idee directrice dans ce qui precede. 

L'univers, ou l'espacetemps, est une variete Lorentzienne, que nous ne sup- 
posons plus forcement de dimension 4, munie done d'une metrique de signature 
(—,+,+,...,+). On ne met pas de "matiere" ou de "champs" dans l'espace- 
temps, la matiere et les champs ne sont que des domaines (i.e. des ouverts 
connexes) de la variete ou la geometrie possede des caracteristiques particulieres. 
Les equations de la physique ne sont que la traduction de theoremes, ou de for- 
mules, de geometrie Riemannienne, comme par exemple la seconde identite de 
Bianchi, le calcul de la divergence d'un tenseur en fonction de la courbure, etc... 

Concernant l'aspect deterministe, faire de la physique e'est pouvoir predire 
le resultat d'experiences. Mathematiquement, cela se traduit par une propriete 
de rigidite du domaine de la variete que Ton etudie, domaine muni done d'un 



L'Univers sans Foi ni Loi. 



16 



type particulicr, ct obtenir une "bonne theorie physique" sur ce domaine, c'est 
demontrer un theoreme de Cauchy pour le type de ce domaine. 

Nous posons done les trois definitions fondamentales suivantes : Nous 
considerons maintenant des varietes Lorentziennes (M, g) ou (fi, g) de dimension 
n ^ 4. 

Definition 8. Soit (Sl,g) une variete Lorentzienne, ou un domaine d'une telle 
variete. Definir un type sur (ft,g), c'est definir des proprietes P(g) qui ne 
dependent que de la geometric de (Sl,g), c'est a dire invariantes par toute 
isometric sur : P(ip*g) = P{g) pour toute isometrie <p sur O. est im- 
portant de remarquer qu'une isometrie est aussi un homeomorphisme et un 
diffeomorphisme, done que P{g) depend aussi de la structure topologique et 
differentielle de ft. 

Rappel : un domaine causal (O, S, g) est la donnee d'une variete (O, g) 
orientee en temps et d'une hypersurface de genre espace S de Cauchy pour 
(Q,g). Un domaine causal de type P(g) est un domaine causal (Ct,S,g) ou 
(£l,g) est de type P(g). On reverra aussi les definitions donnes en 2.6 sur les 
extensions des domaincs causals. 

Definition 9. Soit (Q,S,g) un domaine causal de type P{g). On dira 
que (Q,S,g,P(g)) est rigide, ou a la propriete de Cauchy, ou encore est 
deterministe, si la P(g)- extension maximale de (f2, S, g, P(g)) est unique a 
isometrie pres. 

Definition 10. Demontrer un theoreme de Cauchy pour un domaine causal 
(Q,S,g) de typeP(g), c'est montrer que (Q,S,g,P(g)) est rigide. C'est la qu'on 
fait des mathematiques (difficiles) ; voir tous les theoremes du Choquet-Bruhat. 

Precisons heuristiquement ce qu'est un type. Une theorie physique c'est une 
modelisation d'une region de l'espacetcmps et de son fonctionnement. Nous 
traduisons cela en disant que choisir un type sur un domaine de l'espacetemps, 
c'est choisir un modcle physique et/ou un dispositif experimental isole; par 
exemple un fluide parfait est un domaine de type 1, un fluide charge, un domaine 
de type 2, etc... Par ailleurs, negliger en physique, c'est poser des hypotheses 
geometriques supplementaires, par exemple des symetries. Obtenir une "bonne" 
theorie physique (i.e deterministe) , c'est demontrer un theoreme de Cauchy pour 
le type choisi comme modele d'une situation physique. A noter qu'en theorie 
quantique, on peut avoir une bonne theorie, i.e un bon choix de type, sans 
forcement avoir des theoremes de rigidite (a suivre)... 

4 L'espacetemps de dimension 5. 

La seule donnee d'une variete l(M, g) de dimension 4 ne sufht done pas pour 
gcomctriser tous les objets de la physique "classique", puisque l'on n'obtient 
pas completement l'electromagnetisme. Que peut-on alors tenter? Si on veut 
pouvoir obtenir geometriquement plus d'objets, il faut enrichir la geometric. La 
methode la plus celebre historiquement, est celle due a Nordstrom, Kaluza et 
Klein : elle consiste a augmenter la dimension de la variete espacetemps. 

Nous verrons qu'a partir de cette idee, la simple suppression d'une hypothese 
faite dans tous les articles physiques sur ce sujet, hypothese injustifiee lorsque 
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Ton adopte notre point de vue, permet effectivement d'unifier dans un meme 
cadre geometrique la gravitation et l'electromagnetisme. 

4.1 "Petite" dimension. 

Comment, done, modeliser la notion de "petite" dimension supplementaire? 
La mcthodc originellement propose par Kaluza et Klein est de faire appel a la 
structure de fibre au-dessus d'une variete quotient, interpreted comme l'espace- 
temps que nous percevons. Nous verrons que la structure de fibre principal en 
cercle, structure de la theorie de Kaluza-Klein, permet d'obtenir un univers ou se 
realise parfaitement la gravitation et l'electromagnetisme, une fois adopte notre 
point de vue, tel que nous le presenterons en section 4.3. Cette structure nous 
parait cependant trcs rigide (trop artificiel pour decrire un univers physique?) 
La notion de fibre modclise bien la notion de " direction" . Mais la projection du 
fibre est une donnee assez forte, elle-meme assez rigide. Elle correspond bien a la 
notion de symetrie souvent exige en physique. Neanmoins, nous avons presente 
dans l'introduction notre point de vue selon lequel la relativite generale avait 
pour but d'abandonner le plus possible les principes ad hoc. Nous cherchons 
done une extension minimale du modele de la relativite generale . 

L'idec minimale que nous proposons est la suivante : 

Hypothese 1 : L'espacctcmps est modelise par une variete 1(M, g), de di- 
mension 5, telle qu'il existe un e > de sorte qu'en chaque point x G M, il 
existe un unique chemin forme en x, non homotope a un point, et de longueur 
infcrieure a e. En fait, l'hypothese de l'existence d'un e contraignant la lon- 
gueur n'est pas neccssairc mathematiqucment mais donne une modelisation de 
la notion de "petite" dimension. 

Cette idee "minimale" est cependant sans doute difficilement exploitable 
mathematiqucment et meme probablement physiquement. II est raisonnable, 
pour etre plus proche d'une notion de dimension supplementaire, de deman- 
der que cette petite boucle en chaque point soit une sous-variete totalement 
geodesique. On remplace done l'hypothese 1 par la suivante : 

Hypothese 2 : L'cspacetemps est modclise par une variete 1(M, <?), de di- 
mension 5, telle qu'il existe un e > de sorte qu' en chaque point x e M, il 
passe une unique sous-variete S x de dimension 1 ct de genre cspace, totalement 
geodesique, compacte, non homotope a un point, et de diametrc infcrieure a e 
pour la metrique induite sur S x par g. On suppose de plus que le champ de 
sous-varietes x n- S x est diffcrentiable (C fc ), e'est a dire que pour tout x e M, 
il existe un voisinage V x et un champ de vecteurs diffcrentiable (C k ) Y sur V x 
tel que Vp e V x , Y p soit une base de T p S p (e'est a dire ici Y p ^ 0). 

Chaque variete S x (supposee connexe) est ainsi diffcomorphe a un cercle et 
est l'image d'une geodesique de M . Mathematiqucment, on a definit un feuille- 
tage de M par les sous-varietes S x . L'avantage de l'hypothese 2 est qu'elle pro- 
duit naturcllement un champ de vecteurs normalise, unique a orientation pres, 
identifiable au potcnticl clcctromagnctiquc. 

4.2 Aspects Mathematiques 

Nous nous plagons a partir de maintenant dans le cadre de l'hypothese 2, 
en rajoutant que la variete, ou du moins le domaine que nous observons, est 
oricntee en temps. 
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Hypothese 2 : L'cspacctcmps est modelise par une variete i(M, g) orientee 
cn temps, de dimension 5, telle qu'il existe un e > de sorte qu' en chaque 
point x G M, il passe une unique sous-variete (connexe) S x de dimension 1 ct 
de genre espace, totalement geodesique, compacte, non homotope a un point, 
et de diametre inferieur a e pour la metrique induite sur S x par g. On suppose 
de plus que le champ de sous-varietes x S x est diffcrentiable. 

Definition 11. Pour tout x G M , choisissant une orientation sur S x , il existe 
un voisinage V x de x dans M sur lequel on peut definir un champ de vecteurs 
Y , en posant qu'en chaque point p G V x , Y p est le vecteur tangent en p a S p 
tel que g(Y p ,Y p ) = 1 et correspondant a Vorientation choisie. On definit alors 
une 1-forme Y* associee a Y par g, (Y* = Y b = Yi si Y = Y l ). Ensuite, on 
definit V espace horizontal H p pour p G V x comme etant le sous-espace de T p (M) 
g-orthogonal a Y p . Enfin, on note F = d(Y*) la differentielle de Y* . 

Attention : il n'est pas toujours possible, compte tenu des deux choix pos- 
sibles en chaque point, de definir un champ Y continu sur tout M. Ce choix n'a 
aucune incidence sur les resultats qui suivent. 

Faisons quelques remarques. 
Si Y = Y l di dans une carte, Y* = Yidx 1 . De plus, la connexion etant sans 
torsion, on a F = dY* = V \Yj — VjYi. Nous noterons, pour tout x de M, 
H x = (Y X ) 9J -, l'espace horizontal en x. Ayant choisi un modclc plus simple que 
celui de fibre principal de la theorie habituclle, nous faisons intervenir un tenseur 
mesurant le fait que Y n'engendre pas un champ de Killing : 

Definition 12. On appelle facteur K, ou defaut de Killing, ou tout autre nom 
qui en jette, le tenseur suivant : 

K = K iA = WiYj + 

Si K = 0, alors le fiot engendre par Y est un champ d'isometries, et il est 
alors facile de faire de M un fibre principal en cercle. On retrouve alors le cadre 
de la theorie de Kaluza-Klein classique ; nous le verrons comme cas particulier 
en section 5. 

Nous avons place la tout le cadre mathematique. Reconnaissez qu'il est 
leger. Nous allons voir qu'il permet neanmoins de trouver des "equations" pour 
la dynamique de l'univers. Ces equations, obtenues uniquement a partir de 
resultat de geometric differentielle (Riemannienne), donneront sous certaines 
hypotheses geometriques supplementaires, correspondant a des approximations 
"physiques", exactement les equations d'Einstein-Maxwell-Lorentz. 

4.3 C'est pas Ricci qui est nul. 

L'hypothese 2 produit done naturellement un champ de vecteurs, et on peut 
a partir de ce champ definir une 2-forme F que Ton identifiera a la 2-forme de 
1' electromagnetisme. C'est ici que nous nous ecartons de manicre fondamentale 
des tentatives vues dans les articles de physiques dont nous avons connaissance. 
En effet il y est toujours considere que la matiere de la dimension 4 doit appa- 
raitre a partir d'un espace de dimension 5 vide de matiere, done de courbure 
de Ricci nulle. Malheureusement, dans le cadre de la theorie de Kaluza-Klein, 
les hypotheses generalement posees impliquent que la pseudo-norme \F\ g = ce 



L'Univers sans Foi ni Loi. 



19 



qui contredit certaines exigences de 1' electromagnetisme ! (voir [Bourguignon] ) . 
Done on ne retrouve rien du tout... Or, d'apres notre vision, il n'y a aucune 
raison de considerer que la courbure de Ricci de M est nulle. Nous pensons que 
cette exigence des physiciens est liee a l'habitude qu'il y a encore malgre tout a 
considerer que Ton " met" de la matiere dans l'espace-temps. En effet, l'argu- 
ment que Ton trouve dans les articles de physique est que si l'on veut retrouver 
de la matiere a partir de la geometrie, elle doit apparaitre a partir d'un "vide", 
qui s'interprete ensuite par l'equation d'Einstein comme voulant dire "Ricci 
nul"' ; il est rajoute comme argument que Ton ne "gagnerait" rien a mettre de 
la courbure en dimension 5, car cela reviendrait a y mettre de la matiere! (cf 
[7]). Autrement dit on continue a garder l'idee que Ton "met" de la matiere 
dans l'espace-temps et que la geometrie vient ensuite ! Dans notre vision, il n'y 
a que de la geometrie, done event uellement de la courbure, la "matiere" n'etant 
qu'une perception "humaine" de cette geometrie. 

Nous verrons par exemple qu'une fois admis cette vision, les formules, pour- 
tant bien connues, de la theorie de Kaluza-Klein redonnent bien la gravite et 
l'electromagnetisme de maniere purement geometrique. Ce qui coincait, car don- 
nant une 2-forme electromagnetique de pseudo-norme nulle, etait de considerer 
Ricci nulle. Sans cette restriction qui nous semble injustifiee, et en utilisant 
la notion de type, nous verrons que nous obtenons bien une vision purement 
geometrique de la gravitoelectromagnetisme. 

Dans la section suivante, partant de l'hypothese 2, nous obtiendrons des 
equations tres generates donnant la "dynamique" d'un espacetemps de dimen- 
sion 5, telle que vue par une famille d'observateurs donnes. Si ces observateurs 
sont lies a un "fluide" de matiere, nous montrerons que, si ces observateurs ne 
"pergoivent" que 4 dimensions, e'est a dire si l'on considere que les mesures 
qu'ils font le long des geodesiques representant la (petite) cinquieme dimension 
sont negligeables, alors ces equations redonnent les equations classiques de la 
gravitation et de l'electromagnetisme. 

4.4 Equations de la dynamique de l'Univers. 

4.4.1 Famille d'observateurs. 

On suppose donne un champ de vecteurs Xq sur un ouvert de M ou Y 
est defini, de genre temps, de norme g(Xo,Xo) = — 1, et orthogonal en tout 
point de M a Y, (Xq) x _L 9 Y x . Ce champ de vecteurs represente une famille 
d'observateurs. 

On rappelle que H x = Yj~. On definit un sous-espace H' x de H x par 
H' x =<X (x),Y x >-L . 

H' x peut s'interpreter comme l'espace pergu par Xq(x). 

Notons Gij — Rij — \Sgij la courbure d'Einstein. On note e G — e G^ le 
champ d'endomorphismes associe. On note e Gn le champ d'endomorphismes 
sur les espaces horizontaux H x defini par c Gh = V v n ° ( e G\n), ou pour x G M, 
(prjj)\ x est la projection orthogonal de T X M sur H x . 

On definit un champ d'endomorphismes e G' par : e G'(Xo) = e G'(Y) = 
(en tout point x), et e G'{X) = e G H (X) si X e H'. 

Pour ecrire les matrices de G et e G, on complete alors Xq et Y par 3 champs 
de vecteurs Xi,X 2 et X 3 , non canoniques, de sorte que (Xq, X\, X 2 , X 3 , Y) 
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forme en tout point x G M une base g-orthonormee de T X M . Alors H x a pour 
base {X ,X 1 ,X 2 ,X 3 ), ct H' x =< X U X 2 ,X 3 >. 

Enfin, nous dchnissons deux champs de vecteurs Z et Z' par 



ct 

On ccrit : 



Z = pr H , o e G(Y) 
Z'=pr H ,o e G(X Q ). 



e G(X Q ) = -fiX + Z'- eY 
et, puisque G est symetriquc, 

e G{Y) =eX Q + Z + 1 Y 

oil /i ct e sont des fonctions sur M. On ecrira aussi Z = J^i Z l Xi ct Z' = 

T,lz H Xi. 

Dans la base (X , X\, X 2 , X 3l Y) de T X M, les matrices de G et e G s'ecrivent : 



/ 



G = 




ct 



2 G 



V 




( Z' 1 Z' 2 Z' 3 ) 
(G')\h> 

( z 1 z 2 z 3 ) 

( Z' 1 Z' 2 Z' 3 ) 
( e G') lH , 

( z 1 z 2 z 3 ) 




\ 




Sous forme tensorielle, et ne faisant intervenir que les champs naturels en plus 
de X , on peut ecrire, en notant encore G = G lj le tcnscur 2-fois contravariant 
associe a dj par g : 



G =liX ®X - e{X ®Y + Y®X )+"fY®Y + G' 
+ (Z ® Y + Y ® Z) + (Z' ® X + X <E> Z') 



(4) 



Notons bien qu'etant donne X , les fonctions /j,, e et 7 sont canoniques car : 
-/1 = g( e G(X ), X ),e = g( e G(Y), X ), et 7 = g{ e G(Y), Y). 

Regroupons ici quelques proprictcs de la base g-orthonormee 
{X ,X 1 ,X 2 ,X 3 ,Y) x deT x M. 

Proposition 2. On note (X,Z) le produit scalaire g(X,Z). 

1. DyY = car Y est tangent aux geodesiques. 

2. Vp, (D Xp Y,Y)=0car(Y,Y) = l. 

3. (D Y X p ,Y) = car (X p ,Y) = et done D Y (X p ,Y) = = (D Y X p ,Y) + 
(X p ,D Y Y). 

I (D Y X p ,X p ) = car (D Y X p ,X q ) - -(X p ,D Y X q ). 
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5. de meme : (Dx r X p ,X p ) = 

6. D Xo Y = l/2( e F(X ) + e K(X )). (voir plus loin) 

On a note div g T = cDT ct d*T = —cDT pour un tenseur T 2-fois contra- 
variant, ou c est la contraction; cette definition est sans ambiguite si T est 
symetrique (par exemple G y , ou R % i ) , sinon il faut preciser sur quel indice on 
contracte. 

Nous allons maintenant donner trois equations qui selon nous s'apparentent 
a des equations de la dynamique de l'espacetemps telle que vue par la famille 
d'observateurs Xq. 

Tout d'abord, par definition, F = dY* , et done dF = 0. Cela s'apparente a 
la premiere equation de Maxwell. 

Nous calculons maintenant div g F pour trouver Pcquivalent de la sccondc 
equation de Maxwell. 

Nous noterons e F le tenseur e F — ViF J — V- 7 Yi ; e'est, en chaque point x, 
l'endomorphisme de T X M associe a dY* = ViYj — WjYi. Nous noterons de meme 
e K = Ki^ l'endomorphisme associe a K. Nous allons calculer en fait div g ( e F). 

e F = ViYi - V j Yi = 2V,y j - Ki j . 

div g ( e F) = V l (2V l Y3 -K^) 
= 2V i V l Y j - V i K i j 

or ViY j =Ki j - V j Yi. Done div g ( e F) = -2V i V J V i + 
Maintenant, V i W 3 Y l = V^'V^ + RjY 1 . Done : 



div g ( e F) = -2V J V'Fi - 2R]Y l - V l Ki j . 
Ensuite, R\ = G\ + l/2Sg{, et 



G\Y X = eX 3 + -fY 1 + G'/Y 1 + Z j 

or G[ j Y l = e G'(Y) = par definition, ct G\Y l = e G(Y) = eX + jY + Z. En 
notant que gf = id, on obticnt l'importantc relation : 



R\Y l = eX + -fY + Z+ l/2S g .Y 



= V j (divY) = grad(divY), et V l Kf = div g K. On obticnt alors, la 
"seconde equation de Maxwell" : 



-div g { e F) = 2e.X + 2[grad(div g Y) + div g K + Z] + (2 7 + S g ).Y (5) 



Remarque : div g Y — ^tr g K. En effet, tr g K — 2V l Yi. Par consequent, si K = 0, 



alors div g Y = 0. 



Nous allons maintenant appliquer le seconde identite de Bianchi, div g G := 
cD(G) := V l Gij — 0, et ainsi obtenir une equation analogue a l'equation 
d'Einstein-Lorentz, (mouvement de particules chargees dans un champ gravi- 
tationnel et electromagnetique.) 
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ViG« =(D Xo u.)X + tiD Xo X + u,(div g X )X Q 

- (D Xo e)Y - (D Y e)X Q 

- e[(div g X )Y + D Xo Y + D Y X + (div g Y)X ] 
+ (Vi{G') ij ) + (D Y1 )Y + j(div g Y)Y 

+ D Z Y + D Y Z + (div g Z)Y + (div g Y)Z 

+ D Z ,X + D Xo Z' + (div g Z')X + (div g X )Z' 

= 



(6) 



Interpretant VjG y comrne un vecteur, on projette cette relation sur Xo, Y, 
et H', c'est a dire qu'on ecrit successivement : gi^iG 13 , Xo) — 0, g(ViG 13 ,Y) — 
0, et prH'(ViG y ) = 0. On obtient, en notant encore (X, Z) le produit scalaire 
g(X,Z): 



g(ViG ij ,X ) = - div g (fiX ) - e(X ,D Xo Y) + 


e.div g Y 


+ (X ,V i (G') i i) + (X ,D z Y) 


+ (X ,D Y Z) 


+ {X ,D z ,X ) + {X ,D Xa Z') 


— diVgZ' 


= 





(7) 



oii on a regroupe par ailleurs D Xo u, + {j,.div g Xo = diVg^fiXo). 
Puis 



ffY, (:•■■.) : = - diVg(eXo) + fi(Y, D Xo X ) + (Y, V%) + div g ^Y) 
+ diVgZ + (Y, D Z Y) + (Y, D Y Z) 
+ {Y,D Xo Z') + (Y,D z ,X ) 
= 



(8) 



Enfiii, en projetant ([5]) sur H' , on obtient : 

pr H >{vD Xo X - e[D Xo + D Y X ] + (ViG Hj ) 
+ D Z Y + D Y Z + (diVgY)Z + D Z ,X + D Xo Z' + {div g X )Z f } 
= 

On remarque alors l'importante relation suivante : e F = ViY 3 — V J Yj et e K — 
ViYi + V' J Y t . Done 2DY = e F + e K, et 



D Xo Y = ±[ e F(X ) + e K(X )] 



En ecrivant alors DyXo = D Xo Y — [Xq,Y], la derniere projection s'ecrit 



pr H ,{n,D Xo X - e.[ e F(X ) + e K(X )} + (V,G ,y ') 
+ e[X ,Y] + D Z Y + D Y Z + {div g Y)Z 
+ D Z ,X + D Xa Z' + {div g X )Z'} 
= 



(9) 
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Cette derniere equation peut s'interpreter comme etant l'equation de la dyna- 
mique que mesure la famille d'observateurs Xq, qui ne percevrait que ce qui se 
passe sur H', leur espace "pergu", et ne percevant pas ce qui se passe sur la 
cinquicme dimension portcc par Y. Mais nous allons voir, ct ccla nous semble 
remarquable, que les deux autres projections, sur Xq ct sur Y, correspondent 
exactement aux equations de conservations dans le cadre d'un modele tres na- 
turel de fluide. Remarquons que changer Y en —Y revient a changer e en — e. 

Pour terminer cette section, on peut s'amuser a donncr quclques definitions 
"classiques" : 

1. Un observateur de (M,g) est une courbe 7 : / — > M de genre temps. 

2. L'espacetemps ressenti par 7 en x = "f(t) est Yj~. 

3. L'espace vu par 7 en x = "f{t) est -f'(t) ± . 

4. L'espace ressenti 7 en x — 7(f) est < Y^( t ),~/[t) > , (i.e H' , t -S). 

5. Un observateur classique, ou galileen, est une courbe 7 de genre temps et 
horizontale, i.e. 7'(t) J_3^( t ) pour tout t. Si un tel observateur ne pergoit que 
4 dimensions et pas celle portee par Y, alors ses processus de "mesures" 
correspondent a des projections sur son espace horizontal, H-y(t)- 

4.4.2 Fluide de "matiere". 

Appliquons maintenant ces equations a ce qui nous motivait au depart, a 
savoir la matiere et l'electromagnetisme . 

Rappelons que Ton note e Gn le champ d'endomorphismes sur les espaces 
horizontaux H x = (Y x ) dcfini par e Gn = Wh ( e G\H), ou pour x € M, 
(p r H)\x est la projection orthogonal de T X M sur H x . En s'inspirant des modeles 
classiques, on dcfinit : 

Un fluide est un domaine de M ou il existe un champ de vecteur de genre 
temps naturel. Plus precisement, au moins dans un premier temps, un fluide 
est un domaine de M oil e G admet en tout point un sous-espace propre de 
dimension 1, de genre temps, orthogonal a Y . 

Les equations de la section precedente sont alors valide pour X un vecteur 
propre de ce sous-espace, unitaire et dans l'orientation. Nous allons voir que les 
equations classiques pour un fluide de matiere apparaissent comme des approxi- 
mations, ou scion notre point de vue, il s'agit de comprendrc approximation 
comme "hypothese geometrique supplementaire" . 

On commence par poser : 

Definition 13. (Domaine de type 2, fluide charge). Soit fl C M un domaine 
de la variete (M, g) . On dit que est un domaine de type 2, ou un domaine de 
fluide de matiere chargee, si la courbure d'Einstein G de verifie : 

1. Vx E Ci, c Gh(x) admet une valeur propre -fi(x) < d'espace propre 
E-^{x) de dimension 1 et de genre temps. 

2. Vx E ft, e G x (Y x ) e< E_n(x), Y x >, l'espace engendre par E^^(x) et Y x . 

Dans les notations de la section precedente, l'hypothese 1 signifie que Z' = 0, 
ct l'hypothese 2 que Z = 0. Notez alors qu'en tout point x, le sous-espace 
< Xo(x),Y x > est stable par e G x . Dans un domaine de type 2, on dcfinit 
canoniquement un champ de vecteur unitaire Xq, de genre temps, dans l'orien- 
tation, et tel que E^ fl (x) =< X (x) >. Comme dans la section precedente, 
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pour ecrire les matrices, on complete alors Xq et Y par 3 champs de vecteurs 
X\,X 2 ct X 3 , non canoniques, dc sortc que (X , Xi, X 2 , X 3 ,Y) forment en 
tout point x e M unc base g-orthonormee de T X M. Alors H x a pour base 
(Xq, X\, X 2 , X3), ct le sous espace canonique H' x =< Xq(x),Y x > x de H x a 
pour base H' x =< Xi,X 2 ,X 3 >. H' x peut s'interpreter comme l'espace "percu" 
par l'observateur (X ) x lie au fluide. On reprend ensuite toutes les notations de 
la section precedente. 

Les matrices de G et e G s'ecrivent alors : 



G = 



et 



e G = 



Sous forme tensorielle, on peut ecrire : 



/ 


M 





e 


\ 




































V 


e 





7 


/ 


/ 


-fj, 





e 


\ 






































V 


— e 





7 


/ 



G = /j,X <E) X — e(X ®Y + Y<Z>X ) + -fY<Z>Y + G' 



-div g ( e F) = 2e.X + 2[grad(div g Y) + div g K] + (2 7 + S g ).Y 



-Conservation de la "masse" : 



g(y i G ii ,Xo)=-div g inXo)-e(X ,Dx Y) + e.div g Y 
+ (X ,V l (G r r) 
= 



-Conservation de la "charge" : 



g{V t G^,Y) = -div g (eX ) + M (y, D Xo X ) + (Y, V J G^) + div^Y) 
= 



(10) 



Les equations de la dynamique de la section precedente deviennent alors : 
-Seconde equation de Maxwell : 



(11) 



(12) 



(13) 



Et enfin, l'cquation du mouvement, vu par les observateurs Xq lies au fluide : 



pr H >{nD Xo X - e.[ e F(X ) + e K(X )} + (ViG^) + e.[X ,Y}} - (14) 



Pour justificr les noms que nous avons donne a ces equations, donnons un 
modele plus "elabore" de fluide, ce qui revient, unc fois encore, a rajouter des 
conditions geomctriques : 
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Definition 14. (Domaine de type 2', fluide parfait). Soit C M un domaine 
de la variete (M,g). On dit que f2 est un domaine de type 2', ou un fluide 
parfait, si Q est un domaine de type 2 sur lequel de plus K — 0. 

Cela revient done a dire que Y est un champ de Killing, ou encore que le not 
de Y engendre un groupe local d'isometries. Nous avons vu que cela impliquait 
par ailleurs div g Y = 0. De plus, cela implique Dyj = Dye = Dy\i = puisque 
7, e et fj, sont des caracteristiques intrinseques de G. Les equations precedentes 
se simplifient tout de suite : 

-Seconde equation de Maxwell : 

-div g ( e F) = 2e.X Q + (27 + S g ).Y 

-Conservation de la "masse" : 

g(V t G^,X Q ) = -diVg^Xo) - e(X ,D Xo Y) + (X ,Vi(G') ij ) = 

-Conservation de la "charge" : 

g{V l G^,Y) = -div g {eX ) + n(Y, D Xo X ) + (Y, V l G^) = 

Et enfin, l'equation du mouvement, vu par les observateurs X lies au fluide : 

pr H ,{fiD Xo X - e. e F(X ) + (V t G' l >) + e.[X ,Y}} = 

Mais l'hypothese K — 0, impliquant que le flot de Y engendre des isometries, 
implique aussi que [Xo,y] = —CyXo = et a partir de la que Dx Xq est 
horizontal, et (Y, Dx Xo) = — (X 0} Dx Y) = 0. En effet, on a done DyX n = 
Dx Y, et on a vu dans la proposition de la section precedente que (DyX 0} X$) = 
0. Done = ([Xo,Y],X Q ) = (D Xo Y,X Q ) - (D Y X ,X Q ) = -(Y,D Xo X Q ) cc qui 
signifie bien que Dx X est horizontal. 

Les equations deviennent alors : 

-Seconde equation de Maxwell : 



-div g ( e F) = 2e.X + (2 7 + S g ).Y 



(15) 



-Conservation de la "masse" : 



g(ViGv,X ) = -diVg^Xo) + (X , Vi(G') ij ') = 



-Conservation de la "charge" : 



(16) 



ff(ViG« Y) = -diVg(eX ) + (Y, V*G{,) = 



(17) 



Et enfin, l'equation du mouvement, vu par les observateurs X lies au fluides : 

(18) 



liD Xo X Q - e. e F(X ) + (ViG^) = 



Avouez que e'est saisissant ! On appelle alors bien sur, e la densite de charge, \i 
la densite de masse, et G' y la pression du fluide. On retrouve ainsi exactement 
les equations classiques d'Einstein-Maxwell-Lorentz. Notez que la projection de 
la seconde equation de Maxwell sur H, representant ce que "pergoit" la famillc 
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d'observatcurs Xq, est exactement —div g ( e F) = 2e.Xo. De plus si on considcre 
un fluide sans pression, i.e. G' = 0, les equations de conservations devienncnt 
diVg(^iX ) = div g (eXo) = 0, et lc mouvement u.Dx X — e. e F(X ) c'est a 
dire exactement la loi de Lorentz. Enfin, si on prend G' = X.Id, on recupere 
exactement les equations des fluides parfaits. C'est-y pas beautifull mon ami? 

Notons par ailleurs que, lorsque K = 0, c'est a dire pour un fluide de type 
2', le coefficient un peu mysterieux 7 prend une signification tres claire : 
7 = \F\ g + l/2S g . 

II est tres important de comprendre que les types 2 et 2' ne sont que des 
modeles approches de fluides generaux. En particulicr, on retrouve les dernieres 
equations, identiques aux "classiques" , si dans celles de la section precedentes on 
considcre que les projections sur H 1 et < X > de Z,Z',Y et de leurs derivees 
DZ, DZ' , DY sont " negligeables" par rapport aux autres expressions pour la 
mesure Riemannienne induite sur H 1 et < X > par g. 

4.4.3 A-t-on ecrit toute les equations ? 

Nous avons obtenu les equations precedentes en utilisant des identites is- 
sues de la geometric Riemannienne. Mais il en existe beaucoup d'autres. On 
peut done se demandcr si on nc pcut obtcnir d'autres equations ayant un sens 
physique. 

On pcut par exemple calculer tr g G qui vaut par definition —3/2S g mais aussi 
— [i + tr g G' + 7, d'ou l'equation supplementaire 

f i-tr g G' - 7 = 3/2S G 

Notons que ce type d'equation existe deja en relativite generale "classiquc" 
a 4 dimensions. 

II y a egalement une equation fondamentale que nous n'utilisons pas dans 
cet article, a savoir l'equation de Raychaudhuri (voir Hawking-Ellis, Wald, 
Choquet-Bruhat). Elle donne revolution d'une famille de geodesiques definies 
comme courbes integrales d'un champ de vecteurs X verifiant DxX — 0. Cette 
equation, gcneralement donnee en dimension 4, est tout-a-fait valable en dimen- 
sion 5, et donne des equations de "mouvement" ou d'evolution importantes. 

Ainsi, a ce stade, on peut-dire que les equations de la physique s'obtiennent 
a partir de l'identite de Bianchi ct de l'equation de Raychaudhuri, appliquees a 
des domaines d'un type bien choisi. 

4.5 Un cas particulier, la theorie de Kaluza-Klein. 

II est fondamental de noter que dans cette section, nous n'avons jamais parle 
de tenseurs d'energie-impulsion, cette notion n'ayant plus de sens dans notre 
vision. Neanmoins, pour etre complet, nous allons voir que Ton retrouve tres 
naturellement avec notre vision, e'est-a-dire lorsque Ton n'impose pas Ricci = 0, 
les tenseurs d'energie-impulsion usuels avec la theorie classique de Kaluza-Klein, 
theorie qui apparait maintenant comme un cas particulier de ce qui precede. 
Notez que cela court-circuite completcmcnt les methodes Lagrangiennes. Par 
ailleurs, cette section n'a pour seul but que de faire le lien avec les travaux 
classiques sur cette theorie, qui n'apparait pour nous que comme un modele 
approche de la situation de la section precedente, e'est-a-dire encore et toujours, 
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geometriquement plus sophistiquee. Cette section est du coup trop longue par 
rapport a la precedentc. 

4.5.1 Aspects Mathematiques. 

Nous presentons directement la description moderne de la theorie de Kaluza- 
Klein. 

On considere que I'Univers est une variete l(M,g) de dimension 5, munie 
d'une structure de fibre principal de groupe de Lie S , (le cercle). 

La theorie des fibres principaux est decrite dans plusieurs ouvrages, par 
exemple le Kobayashi-Nomizu. Neanmoins, dans le cas d'un fibre en cercle, 
la theorie se simplihe beaucoup, nous en donnerons done ici une vision plus 
elementaire. Un reference trcs importante sur laquelle nous nous appuyons est 
[Bourguignon] . 

Definition 15. (Hypotheses :) On considere une variete l(M,g) de dimension 
5 , orientee en temps, g etant de signature (— ,+,+,+, +), telle que le groupe 
de Lie S 1 opere sur M transitivement et librement, de sorte que M := M/S 1 
est une variete. De plus, il existe une submersion Riemannienne ir : (M, g) — > 
(M,g) telle queg soit de signature (—,+,+,+) et queMx G M, n^ 1 (x) soit de 
genre espace. On suppose de plus dans cette partie que vol g iT^ 1 {x) = cste sur 
M . On montre alors que les fibres tt~ 1 (x) sont des geodesiques de M . 

On voit alors que M apparait comme un cas particulier des varietes etudiees 
dans la section precedente, sous l'hypothese 2. fl sufHt d'y poser K = 0, et de 
demander que la sous- variete S x soit la fibre 7r _1 (x), en posant vol g (TT^ 1 (x)) = e. 

On definit alors a partir de la des objets naturels : 

Definition 16. En choisissant une orientation, on definit un champ de vecteurs 
Y sur M, en posant qu'en chaque point x de M, Y x est le vecteur tangent a la 
fibre 7r _1 (7r(x)) passant parx et tel que g(Y,Y) = 1. On definit alors une 1-forme 
Y* associee a Y par g, (Y* = Y b = Yi si Y = Y % ). Ensuite, on definit I'espace 
horizontal H x en x G M comme etant le sous-espace de T X (M) g-orthogonal a 
Y x . Noter alors qu'on peut ecrire, en abusant un peu, g = g + Y* ® Y* . Enfin, 
on note F = d(Y*) la differentielle de Y* . 

Notons qu'ici, grace a l'operation du groupe S 1 , un choix continu pour 
l'orientation de Y peut etre fait. 

Quclques rappels. On note Gij = Rij — ^Sgij la courburc d'Einstein. e G\ 
est l'endomorphisme associe. On note e Gu le champ d'endomorphisme sur les 
espaces horizontaux H x defini par e Gn = PTh ( 6 G\h), ou pour x € M, {pru)\ x 
est la projection orthogonal de T X M sur H x . 

On montre que du fait de la 5' 1 -invariance de F, on peut definir sans am- 
bigu'ite une 2-forme F G A 2 (M) telle que ir*F — F. 

Pour obtenir le lien entre les courbures de M et de M, il est interessant de 
se donner des bases particulieres des espaces tangents. Marquant d'une barre 
les objets de M, fixons encore quelques notations. Pour tout vecteur tangent 
X G T X M, notons X h la projection orthogonal sur H x et X v celle sur < Y x >, 
I'espace engendre par Y x . dir x est une isometrie entre H x et T X M oui = 7r(x). 
On note alors, pour un vecteur X de T X M, X le releve horizontal de X, i.e. 
X r G H x , et dTT x (X r ) =X. 
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Utilisant la structure de fibre et l'isometrie dir x , on construit alors le champ 
de bases suivant. On prend X un champ dc vecteur horizontal (i.c 6 H x 
pour tout x), de genre temps sur M, orthogonal en tout point a Y, et tel 
que g(Xo,Xo) = — 1. On complete cnsuite Xq en une base (/-ortho normec 
(Xo,Xi,X2,Xs) dc H x . Les champs X p peuvent etre construit de tel sorte 
qu'il existe des champs X p sur M formant une base de T X M en tout point, et 
tel que (X p ) r — X p . 

Tout repose alors sur les formules suivantes, que Ton peut trouver dans 
[Bourguignon] . 

Proposition 3. Pour des champs de vecteurs X, Z sur M , associes a des 
champs X, Z sur M tel que X = X et Z = Z, on a : 

- R{X, Z) = R(X, Z) + 2Fo F(X, Z) . 

- R(X,Y) = -2d*F(X) = 2div g F(X). 

- R(Y,Y) 

- S = S- 



\F\l 



div g T 



II faut comprendre F o F{X, Z) comme Fi l FijX % ZK Par ailleurs, on a note 
cDT et d*T = -cDT pour un tenseur T. Attention : Fecriture \F\ 2 g 
est trompeuse; elle signifie \F\ 2 g = F^Fij et done, du fait de la signature de g, 
peut etre < 0. 

Des calculs assez simples montrent que : Gij = Rij — 1/2(S — l/4\F\g)gij. 
On resume alors sous forme de matrices les equations de la proposition 
precedente : 



Ru 



et 



l/2(div g F) . . . l/2(div g F) 3 
G ij + l/2(F i l F lj + l/4\F\l.g ij ) 



V l/2(div g F) 



l/2(div g F) 3 



l/2(div g F) \ 
l/2(div g F) 3 

i/m g ) 

l/2(div g F) \ 

l/2(div g F) 3 
3/8\F\l-l/2S J 



Si Ton definit, completement par hasard, = — 1/2 (Fj l F tj + l/4\F\g.gij), la 
dcrnicrc matrice s'ecrit : 



G u = 



Gi 



rpF 

ij 



\ l/2(div g F) 



l/2(div g F) \ 



l/2(div g F) 3 



l/2(div g F) 3 3/8\F\ 2 g - V2S ) 



Alors 



'G, J = 



G^-{T F )^ 
-l/2(div g F) . . . l/2(div g F) 3 



l/2(div g F) \ 

\/2{div g F) 3 
7 
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ou 7 = 3/8|F|g — 1/2S. On retrouve bien la remarquable idee de Kaluza et Klein 
faisant apparaitre naturellement T F . 
Notons alors que Ton a : 

e G(Y) = l/2(div g F) .X + ... + l/2(div g F) 3 .X 3 + 7 .Y 

et done : 

pr H ( e G(Y)) =pr H (l/2div g F) (19) 

Nous regroupons ici les proprietes de la base <?-orthonormee (Xq, X\, X2, X3, Y) x 
de T X M, que Ton deduit par exemple de la proposition analogue de la section 
4.4. 

Proposition 4. On note (X, Z) le produit scalaire g(X, Z). 

1. D Y Y = 

2. Vp, D Y X p = D X Y, i.e. [X p ,Y] = 0. 

3. DyXp et Dx p Y sont horizontaux. 
I (D Y X p ,X p ) = (D Xp Y,X p ) = 

5. (D Xr X p ,X p ) = 

6. Dx p X p est horizontal. 

7. div g Y = 0. 

8. L'endomorphisme e F = e (dY*) associe a F par ( e F)j J = F^ verifie 
e F = 2DY. Ainsi, e F(X ) = 2D Xo Y. 

9. div g F = 2RijYi 

Nous avons pose l'essentiel des outils et definitions mathematiques pour ce 
qui va suivre... 

4.5.2 L'electromagnetisme chez Kaluza-Klein. 

Nous avons vu qu'en dimension 4, on ne pouvait definir geometriquement 
les objets de relectromagnetisme classique, essentiellement parce qu'on ne pou- 
vait definir naturellement une 2-forme correspondante ; on n'avait que la partie 
a trace nulle de Gij correspondant a T F . Nous avons vu qu'a partir du choix 
d'un type correspondant a la modelisation classique d'un fluide charge, mais 
maintenant en dimension 5, on pouvait redefinir geometriquement tous les ob- 
jets physiques classiques et surtout obtenir les equations classiques de Maxwell- 
Lorentz pour un " observateur" ne percevant que 4 dimensions. Dans le cadre 
de la theorie de Kaluza-Kein, on choisit ce modele en "remontant" par it le 
modclc de fluide charge de la dimension 4. Les expressions des matrices de G 
font maintenant apparaitre de plus le tenseur electromagnetique T F naturelle- 
ment. Pour nous rapprocher toujours plus des resultats classiques et connus de 
la physiques nous augmentons encore un peu les hypothese geomctriques, ce qui 
revient, rappelons-le, a faire plus "d'approximations" physiques. 

Definition 17. (Domaine de type 2K, fluide charge). Soit Q C M un domaine 
de la variete (M,g). On dit que est un domaine de type 2K (pour Kaluza- 
Klein), si la courbure d'Einstein G de Q. verifie : 

1. \/x e 0, c Gh admet : 



L'Univers sans Foi ni Loi. 



30 



- Une valeur propre -fi(x) < d'espace propre E-^(x) de dimension 1 et 
de genre temps. 

- une deuxieme valeur propre X(x), —fJ,(x) < X(x) < fi(x), telle que 
dimE x (x)=3 et E Xg ± E^. 

2. Vx e 0, I'espace < E- l _ t (x),Y(x) >t x m est stable sous e G. 

Dans un domaine de type 2K, on definit canoniquement un champ de vecteur 
unitaire, de genre temps, dans l'orientation, et tel que E-^(x) =< Xq(x) >. On 
choisit alors une base X 1 ,X 2 ,X 3 de E\ tel que (X , X\, X 2 , X 3 , Y) soit une 
base g-orthonormee de T X M. Dans cette base, les matrices de G et e G sont les 
suivantes : 



G 



( 


M 











e \ 




( 













e \ 







A 


















A 



















A 








et e G/ 3 = 










A 



















A 


















A 
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e 











7 J 




V 


— e 











7 / 



En effet, d'apres l'hypothese de stabilite, e G(X ) = aX a —eY. Alors, Gh(Xo) = 
prniaXo — eY) = aX , done a = —/j,. De meme, e G(Y) = a'X + jY, et par 
symetrie, a' = e. 

Remarque : e est "canoniquement" donne par e = — g( e G(Y), Xq). De memo, 

7 = .g( e G(y),Y). 

On voit ainsi tout de suite que 

pr H (div g F) = 2eX 

ce qui est la deuxieme equation de Maxwell. La premiere equation de Maxwell, 
dF = 0, est immediate puisque par definition F est exacte, done fermee, F = 
dY*. 

La encore, le choix d'un modele geometrique, un type correspondant a la 
vision classique d'un fluide, redonne tres simplement les deux equations de 
Maxwell. On applique ensuite les resultats de la section 4.4.2 pour rctrouvcr 
l'equation classique du mouvement et les equations de conservations. (On peut 
aussi les retrouver un peu plus simplement dans ce cadre en utilisant la propo- 
sition 4). On trouve ainsi : 

-Seconde equation de Maxwell : 



-div g ( e F) = 2e.X 



-Conservation de la "masse" 



-g(ViG^,X ) = div g (nXo) + Xdiv g X a 



-Conservation de la "charge" 



-g(V i Gv,Y)=div g (eX ) = 



(20) 



(21) 



(22) 



Et enfin, l'equation du mouvement, vu par les observateurs X lies au fluides : 
{H + X)D Xo X - e. e F{X ) + grad^X - I (23) 
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En remontant par ir les types 3 ou 4 vu en section 2 sur la dimension 4, on re- 
trouve egalement tous les resultats classiques de maniere purement geometrique. 

Pour tout champs de vecteurs X, Y sur M, et leurs releves X := X et Y := 
F r , on a D X Y = (DjrY) r + 1/2[X, Y] v et divjX 'on = div g X. Par consequent, 
si Ton suppose que les " observateurs" X ne pergoivent, ou ne mesurent (c.f. 
section suivante), que ce qui se passe sur M, on voit la encore qu'en projetant 
par 7r les formules ci-dessus, on retrouve exactement les formules classiques 
d'Einstein-Maxwell-Lorentz pour la famille d'observateurs X - 

4.6 De la notion de mesure physique. Moyennes, quantites 
negligeables. 

Revenons sur les simplifications successives des equations que nous avons 
obtenues au long de cette section. Les equations obtenues pour une famille d'ob- 
servateurs sont completement generates; elles decoulent de la seule hypothese 
d'une cinquieme dimension geodesique (meme pas forcement fermee ou petite). 
Le passage au fluide de matiere correspond au choix d'un modele physique, defini 
par une geometrie particuliere. Une fois une famille d'observateurs definis, les 
equations obtenues en tenant compte de ces hypotheses geometriques parti- 
culieres peuvent s'interpreter comme le resultat des mesures effectuees par ces 
observateurs. Considerant qu'ils ne percoivent que 4 dimensions, ces mesures 
peuvent resulter de deux demarches. Soit les mesures "negligent" tout ce qui 
se passe dans la cinquieme dimension, cela revient alors a projeter toutes les 
equations sur H ou H'. Soit les mesures consistent a faire une moyenne sur 
cette cinquieme dimension, cela revient alors a passer au quotient, e'est le cadre 
du modele fibre de la theorie de Kaluza-Klcin. Dans les deux cas on retrouve 
les equations classiques de maniere geometrique. Notons que supposer K = 0, 
i.e. que Y est un champ de Killing, peut aussi s'interpreter comme une approxi- 
mation, la cinquieme dimension etant "tellement petite" que l'on y neglige les 
"variations" de g ; or a peu de chose pres, si K = 0, on peut definir sur M une 
structure de fibre en cercle. 

4.7 Le cas de la constante cosmologique. 

On introduit simplcment, si besoin, la fameuse constante cosmologique A 
dans notre modele en posant par exemple que est de type 2A si G + Ag verifie 
les hypotheses du type 2 (ou 2'). 

5 Au dela de la dimension 5. 

Donnons, a titre anecdotique, une definition possible pour des "petites di- 
mensions" supplementaircs qui se grefferaient sur un espacetemps classique de 
dimension 4, et qui generalise celle donnee pour une cinquieme dimension. Cette 
generalisation semble necessaire, selon la theorie des cordes. 

On peut par exemple poser comme definition : 

M est une variete Ide dimension n = 4 + m pour laquclle il existe un e > 
tel qu'en chaque point x € M, il existe une sous variete S x , de dimension to, 
totalemcnt geodesique et non contractile (i.e n'ayant pas meme type d'homo- 
topie qu'un point), de genre espace, et de diametrc (pour la metrique induite 
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naturellcmcnt par g) infcricure a e. On suppose que le champ de sous-varietes 
x h-» S x est diffcrcntiable au sens oil au voisinage de tout point i G Mil existe m 
champs de vecteurs formant une base de T p S p pour tout point p de ce voisinage. 

Pourquoi ne pas imaginer par ailleurs, que la metrique g est de signature 
quelconquc, S x n'etant plus soumis a la condition d'etre d'un genre particulier. 
Enfin brcf, on peut essayer beaucoup de choses... 

II est important de remarquer que notre modele d'unification geomctriquc 
de la gravitation et de l'electromagnetisme n'exclut pas l'existence de dimen- 
sions au-dela de 5. Plusieurs modeles sont possibles, nous en proposons un sans 
chercher ici la plus grandc generalite; le lecteur pourra en imaginer d'autres... 

M est une variete Ide dimension n = 4 + 1 + m, telle qu'il existe e, e' > de 
sorte que Vx e M, il passe par x une unique sous-variete V x de genre espace, 
compacte, non contractile, completement geodesique, de dimension m + 1 et de 
diametre < e, telle que de plus : 

-i/ il existe une unique sous-variete de dimension 1 j x de V Xl passant par 
x, totalement geodesique, compacte et non homotope a un point, qui realise le 
diametre de V x , et 

-ii/ il existe une unique sous-variete W x de V x , de dimension m et de diametre 
<e'.e (W x J_ s7x ?) 

(Autre possibilite, on peut remplacer ii/ par : toute geodesique de V x fermee 
et de diametre < e, est de diametre < e'.e.) 

L'idee est bien sur, que les dimensions "au-dela" de 5 sont encore plus "pe- 
tites" que la "cinquieme. Un exemple de telle variete serait obtenu par exemplc 
si M est une variete fibree, de fibre S 1 x W, munie d'une metrique adequate. 

Un fluide de type 2K serait alors par exemple un domaine de M dans lequel 
G se representerait de la maniere suivantc : 

On definit toujours Y x comme le vecteur tangent normalise a -f x . On 
decompose T X M en une somme (7-orthogonale T X M =< Xq > ®H' X (B < Y x > 
@E X , oil E x est l'espace tangent a W x et ou on reprend quelques notations 
de la section 4.4.2. On pose alors Uu — V v \E m e G(Xk) pour fc = 0,1,2,3 et 
U4 = pr\E x e G(Y), 011 (Xk) est une base de H' x . G s'ecrit alors : 



G =/iX ®X - e{X ®Y + Y (g,X )+ 1 Y (g>Y + G' 
3 

+ ]T(£4 ® X k + X k ® U k ) + (U 4 g) Y + Y ® Ui) + G' 




De meme qu'a la fin de la section 4.4.2, si Ton suppose que dans le cas d'un fluide 
charge, nous observons un type oil les projections sur H' , < X > et < Y > 
des Uk et de G", et de leur derivees DUk et DG", sont " negligeables" pour les 
mesures induites par g sur H', < X n > et < Y >, on rctrouvc les equations 
d'Einstcin-Maxwell-Lorentz de la fin de la section 4.4.2. 

6 Critiques physiques ? 

Notre travail ne presente pas de resultats mathematiques ou physiques nou- 
veaux, mais propose un regard different sur des theories existantes. Les prin- 
cipes et methodes exposes dans ce papier, et menant a une vision geometrique 
de la physique, reposent ainsi sur des faits mathematiques, mais aussi sur des 
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reflexions et des choix epistemologiques. En tant que tels, ces choix sont certai- 
nement sujets a critiques du point de vue de leur pertinence physique. Tentons 
ici de preciser, de maniere heuristique, notre pensee, et d' anticiper ces critiques. 
Tout d'abord, en tant que mathematiciens, nous sommes guides par l'esthetisme, 
et les auteurs trouvent tout cela tres joli... mais bon, ils ne sont peut-etre pas 
completement objectifs. 

Plus pragmatiquement, notre but est d'obtenir une vision geometrique 
unifi.ee de la gravitation et de 1'electromagnetisme. La physique cherche des lois. 
Des lois d'abord pour predire le resultat d'experiences. Nous avons vu comment 
le determinisme pouvait se decrire en termes de theoremes de Cauchy. Mais le 
but de la physique est aussi de mettre en evidence des principes qui permettent 
d'anticiper, de predire, la description des phenomenes physiques. En ce sens, il 
est tentant d'esperer qu'une geometrie simple et sans approximation en dimen- 
sion 5, comme Ricci=0, permette de retrouver toute la physique classique en 
dimension 4 : une seule equation donnerait tout ! En effet, ccttc equation est 
sans ambigui'te. Mais malheureusement, ca ne marche pas. 

Une critique raisonnable a l'encontre de notre methode est alors de savoir 
comment on trouve le bon type a imposer pour decrire par exemple un fluide 
charge. On est la dans une demarche experimentale, le type choisi doit, une fois 
que Ton en a deduit les equations du mouvement, correspondre a l'observation ; 
e'est bien le cas par exemple de notre type 2. Mais nous pouvons repondre 
que e'est bien ce que Ton fait aussi en physique lorsque Ton choisit un tenseur 
d'energie-impulsion ou un lagrangien ; seule l'experience valide ce choix cffcctuc 
a priori. En ce sens le choix d'un type n'est pas different. 

En revanche, il est remarquable de constater que les identites geometriques 
comme la seconde identite de Bianchi permettent de retrouver tres naturelle- 
ment les equations de la physique, y compris les equations de conservations que 
Ton doit souvent postuler en physique. De plus cette methode s'avere beaucoup 
plus simple que l'application des methodes variationnelles, (comme le montre 
les demonstrations a peine ebauchees du Hawking-Ellis pour les fluides charges, 
ou le chapitre 9 de [120. Enfin, nous avons vu en section 5 qu'une structure 
geometrique tres simple modelisant l'idee d'une "petite" dimension donnait, 
pour une famille "d'observateurs" par exemple lies au modele le plus naturel de 
fluide de particules, des equations par l'identite de Bianchi, ou par le calcul de 
quelques objets geometriques, divergence, trace, etc... Les equations classiques 
de la gravitation et de 1'electromagnetisme apparaissent alors comme des ap- 
proximations simples de ces equations, lies cntrc autrcs a nos limitations de 
perception et de mesures, par exemple l'incapacite a percevoir plus de 4 dimen- 
sions. 

Notre ambition est done beaucoup plus modeste que la theorie des cordes 
par exemple. Celle-ci semble vouloir, a partir d'une structure geometrique sur la 
quelle on impose une condition type Ricci=0 (fibre en variete de Kalabi-Yau), 
retrouver toutes les equations et constantes de l'univers a partir de quelques 
lois. Mais n'y-a-t-il pas la finalement une ambition excessive? 

Notre vision est que la physique consiste a decouvrir des approximations 
geometriques judicieuses, sous forme de type, d'un espace-temps tres souple, 
ces approximations pouvant d'aillcurs etrc imposces par nos capacites limitccs 
de perception ou de mesure ; e'est ce que nous avons propose dans la section 
5. Peut-etre aussi ne cherche-t-on a faire de la physique que dans des do- 
maines d'un type possedant certaines proprietes de rigidite, et possedant des 
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"grandeurs" conservees le long de certaincs courbes-trajectoires. Ces approxima- 
tions n'empcchent par d'obtenir des modeles physiques efficaces, eventuellement 
deterministe. Les " equations physiques" n'apparaissent bien alors que comme 
des identites issues d'une geometric simplificc, ou, si Ton prefere, plus precise. 

7 Remarque : schema de notre demarche 

II est souvent regretable que disparaissent des articles la demarche suivie par 
les auteurs. Nous proposons done ici, tres schematiquement, un resume de notre 
raisonnement, et, de fait, de la demarche ayant abouti a ce papier. 

(Notion de type ct rigidite) — > Kaluza-Klein (5-eme dimension) — > Rainich 
— > Ricci^ — > simplihcation du modcle de fibre (hypothesc 2) — > vision de cc 
qu'un observateur "mesure" s'il neglige la 5-ieme dimension. 

8 Quelques problemes de geometrie 
differentielle. 

Nous avons laisser en suspens quelques pctitcs questions de geometric 
differentielle que Ton peut s'amuser a resoudre... Entre autres : 

-Si dans une variete (M, g) de dimension 5, on suppose qu'il existe un e > 
de sorte qu'en chaque point x G M, il passe une unique geodesique fermee de 
longueur inferieure a e, cette geodesique est-elle necessairement non-homotope 
a un point ? 

-Si dans le modele de la section 4.2 on suppose K = 0, pcut-on munir M 
d'unc structure de fibre principal en cercle ? 

-Completer la demonstration du theoreme 3... 

9 Conclusion 

Une des conclusions, pretentieuse, de ce papier est que la recherche d'une 
"theorie de tout" est, peut-etre, illusoire. Cette recherche des physiciens n'est- 
elle pas finalement influencee par un principe mystique? La conclusion de nos 
quelques remarques mathematiques est qu'il n'y a peut-etre pas de lois univer- 
selles, mais que les "succes" de la physique ne sont peut-etre dus qu'a l'etude 
de situations geometriques particulieres. 

Ainsi, poussant plus loin notre raisonnement, on peut voir la decouverte des 
lois physiques (utilisables) comme la mise en place de structures mathematiques 
de plus en plus sophistiquees. Ainsi, revons un peu en presentant l'elaboration 
progressive de la construction menant a notre presentation des choses... 

Au depart, l'univers est un ensemble de points. 

II apparait que ces points ont des "relations". L'univers est un graphe, i.e. 
un ensemble de points E et la donncc d'un sous-ensemble de E x E. Au niveau 
fondamental, l'univers a une structure discrete. 

Ensuite, historiquement, pour les observateurs que nous sommes, faisant 
des observations et des mesures de mouvements lies a la gravitation et a 
l'electromagnetisme, l'univers est apparu comme ayant la structure d'un cs- 
pace affine muni d'une metrique euclidienne. C'est la mecanique Newtonienne, 
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et l'electromagnetisme de Maxwell. Le passage a une structure lisse resulte sans 
doute des limitations de nos moyens de perception. Ainsi l'utilisation de la struc- 
ture continue de K correspond a des processus de mesure "en moyenne". Elle 
presente bien sur le monumental avantage de permettre l'utilisation de tous les 
outils surpuissants du calcul differenticl. 

Puis, Riemann suggere que l'univers a peut-etre la structure d'une variete 
differentielle. La mecanique classique est toujours vu comme reposant sur une 
metrique definie positive pour l'espace et une metrique separee pour le "temps" . 
On peut aussi modeliser la mecanique et l'electromagnetisme dans un espace 
affine de dimension 4 muni d'une forme quadratique degeneree de signature 
(+,0,0,0) a laquelle on ajoute une metrique euclidienne sur un sous-espace de 
dimension 3 canoniquement associe a cette forme quadratique. Voir le cours de 
Michel Vaugon. 

Einstein et Poincare, en 1905, puis Minkowski un peu plus tard, montre, 
concernant les mesures de "distances" et de "temps", que l'univers doit etre 
envisage comme un espace affine de dimension 4 muni d'une forme quadratique 
de signature (-,+,+,+). L'espace-temps, ou espacetemps, est ne. 

En 1915, Einstein avec la relativite generale montre qu'il faut envisager l'es- 
pacetemps comme une variete Ide dimension 4. 

Nous suggerons ici que pour inclure l'electromagnetisme, on peut considerer 
l'espacetemps comme une variete Ide dimension 5 verifiant l'hypothese 2 de la 
section 4.1. 

Concernant la regularite de la variete espacetemps, il est interessant de noter 
que les theoremes de Cauchy, et done le determinisme, necessite une regularite 
C 2 (un peu moins si on pinaille). Ainsi une variete analytique serait totalement 
rigide, ou deterministe. Une regularite moindre que C 1 (celle de la mecanique 
quantique ? ), implique forcement un manque de determinisme au sens classique. 

Remarque : A la fameuse question : qu'est-ce que le temps ? on peut repondre 
que ce n'est rien d'autre que la manifestation de la signature Lorentzienne qui 
correspond le mieux aux observations actuelles. 

Le progres de nos appareils de mesure nous conduira sans doute a faire 
evoluer ces structures successives, soit vers des varietes de dimension superieure 
munics de metriques de signatures peut-etre plus compliquees, soit peut-etre vers 
un retour a des structures discretes... Manifestement, aujourd'hui, beaucoup de 
gens essayent beaucoup de choses... 

10 Aide. 

Nous regroupons ici quelques notations et conventions. 

Dans tout le texte M (ou M) designe une variete Imunie d'une metrique g 
(ou ~g). Pour x £ M, on note T X M l'espace tangent a M en x. 

On note toujours D la derivee covariante associee a la connexion de Levi- 
Civita de g. Ainsi pour des (champs de) vecteurs X, Y sur M, on note DxY 
la derivee covariante de Y par rapport a X, et pour un tenseur T, on note DT 
la differentielle covariante. On reserve ainsi la notation V a l'ecriture "avec des 
indices". On utilise d'ailleurs l'ecriture en indices "a la Wald", [13] . en ce sens 
que T y , par exemple, ne designe pas des composantes dans une carte, mais sert 
plutot a indiquer le type du tenseur T, et les contractions eventuelles. Alors 
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ViT kl designe, selon cette convention, le type du tenseur DT si T = T , ou, si 
Ton precise une carte, la composante Ui kl du tenseur U = DT. 

S'il n'y a pas d'ambigu'ite, on identifie, pour un tenseur de rang 2, T tJ et Ty. 
Pour un tel tenseur, on note e T l'endoniorphisme associe par g, . Attention, 
si T n'est pas symetrique, il faut bien preciser l'indice releve (ou descendu). 

Si / est une fonction et si X, Y sont des champs de vecteurs sur M , pour 
une contraction c sur les premiers indices, on a en ecriture intrinseque, 

div g {{f.X <g> Y) := c(D(f.X ® Yj) = D x f.Y + f.div g X.Y + f.D x Y. 

On note Rij la courbure de Ricci, et R — R\ la courbure scalaire de g. 

Pour des vecteurs X, Y, on note < X, Y > le sous-espace engendre par X et 
Y. Pour un sous-espace E de l'espace tangent en un point T X M, on note E ou 
E s± l'orthogonal de E pour g x . 

Enfin, concernant les fluides de matiere, suivant l'usage classique, par 
exemple [3] ou |13j . un fluide parfait, dans le cadre classique de la relati- 
vite generale, est pour nous un domaine de la variete ou le tenseur d'energie- 
impulsion s'ecrit T ij = ^X^ +\{X i Xi +g i i), soit T = [xX®X+A(X®X+Id). 
Alors un fluide vraiment parfait, ou v-parfait, est pour nous un fluide parfait 
ou A = 0, i.e. T 1J = fj,X i X\ ce que les anglo-saxons appellent "dust". 
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